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neuern ©cometrte. 


@ rfier ©fteih 

©te ©&eorie bcö anfmtmonifcfjcn 3Scr6äftniffeö, bcr ^omoflrap^tfeben 
©beilung unb bcr Snttolutton, unb beten ^nttienbunß auf bte 
gcrablintgen unb Ätet8«^igurcn. 
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Chasles: Tratte de Geometrie Superieure 



9Jtit tu ben Se$t gcbriirften ^otjfdniitten. 
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$o reichhaltig bie beutfche Literatur an guten 8ef)tbüchetn bet 
alten eufübifcf)en (ffementargeometrie ifi, fo am ift fte an ge* 
biegenen SSerfen übet neuere ©eometrie — ein »oflftÄnbigeö 
fiem bet (extern eriftirt bi$ fefct noch gar nicht. — 3<h habe eS 
beöfjalb für fein unnüfced Unternehmen gehalten: ba« SBichtigfie 
au8 bem 1852 etfd)ienenen flafftfchen Trait4 de Gdomdtrie Su- 
p4rieure oon Chasles, beffen au8gejeicf)nete Stiftungen in bie* 
fern 3weige ber 9Rathematif auch M nnä allgemein anerfannt ftnb, 
in freier beutlet Bearbeitung h^auSjugeben. „3)enn eö ift 
nicht unwahrfdheinlidh, bafj burch gehörige Berfchmeljung 

non fRefultaten unb 3been be$ ©inen mit iJRethoben beö 

~ ' & 

Slnbern noch mehr al$ e * ne neue ®ntbe<fung fich machen 
faffen werbe" — bemerft Steiner, unfete erfte Slucforität auf bem 
©ebiete ber neuern ©eometrie, mit SRecht. — 

3>ie ^aupttenbenj be$ SBerfafferö ift: ben Biethoben ber neuern 
©eometrie bie Sillgemeinheit unb Seichtigfeit ber analhti* 
fdjen OTetbobe ju geben, fo bafj man Weber bie »erfchiebene ge* 
genfeitige Sage bet einjelnen SEh^l* «iner Sigur, noch bie Sebin* 
gungen ihrer ^Realität, ober Smaglniritdt bei ber allgemeinen 
Unterfuchung ober (Sonftruction berfelben fortwühw^ inö Sluge ju 
faffen braucht. — 



IV 


3u bem hat ber SBerfaffer jut Unterfcheibung ber per» 
fdjiebenen -SKi'ditung bet Segmente ober SBinfel bie cntfprechenben 
Swrjelche'R +i — ou f «ne burchgteifenbe unb f^fbematlfd^ e 

s \r* 

Seift? eindrftilitt, »a« biSljet in bet neuetn ©eometrie gewöhnlich 
nid^t gefehlt ‘f*. — 

2ly#baö Smaginäte toitb »ie in bet analpttfchen ©eometrie 
behanbelt, tnbem eö ftcf) al« bie SBurjeln oon ©leichungen be« 
jweiten ©rabeö barfteHt, »opon bloö bie Soefficienten unb 
nicht bie Sßurjeln felbfi in ben betrachteten {Relationen Porfommen. 
2)ie imaginären fünfte unb Sinien fommen babei nicht felbfi 
erplicite in betracht, fonbern »erben burch fiel« reelle (Sie* 
mente erfefct, fo bafi bie Seweife auch bie jJäHe umfaffen, »o 
gewifle fßunfte, ober Sinien einet gigut imaginär »erben. — Sei 
biefer SehanblungÄWeife bed ffierfafferö bleibt jeboch noch eine 
Hauptfrage , nämlich bie nach bet Sage bet imaginären fßunfte 
unb Sinien, ganj unentfchieben — unb wir haben geglaubt, biefe 
»efentlicbe Siicfe febeömal nach ber ® aujj’fchen Zfytotk be« 3mcr 
ginäten aiiöfüHen ju muffen, »eil man übet bie Sage non ima» 
ginären fünften unb Sinien auch in ben befien SBerfen übet 
analptifche, obet neuere @eometrie entweber gar feine, ober 
gröfjtentheil« ganj irrige Hingaben finbet. — 

2>a« fjunbament ber SRethoben be3 fflerfaffer® ifi bet Segriff 
be« anharmonifchen SerljältniffeG (8.6), »orau« ald »eitere 
©ntwicfelungen bie 3:h eot * e ber ^omoflraph>ifch>e>t $h«ilun< 
gen unb ber $o mo gr a)> ^iftH ®traljlenbüfch«l (8- 63) unb 
bie Sh'orie ber Snpolution (8. 116) erfcbeinen, »eiche JEh e0 ‘ 
rien h>« mit einer ®rünblichfeit unb 2lu$führlichfeit bearbeitet fmb, 
wie man jte wohl in feinem anberh Serie über neuere ®eometrie 
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ftnben bürfte. — 3)iefe allgemeinen JEftorien bilben bie erfle 
2lbtfteilung beö »otliegenben er fielt Sfteileö beö SBerfeö — unb 
irt bet j weiten 2lbtfteilung werben biefelben al3 Seweiömittel 
ber widfttigfien ©genfcftaften ber geräblinigen unb ber Jfrei«* 
Figuren angewanbt. — SD?an ftnbet ftier bie widjtigflen unb nüft» 
licftfien Säfte übet baö UDreied, 93iered, Setftöed unb 93ieled 
überhaupt; ferner eine allgemeine fKetftobe ju einer gleich m&* 
fjigen Sonftruction einer groften 2lnjaftf »etfcftiebener 2lufgaben, 
Worunter ftdft autft bie beö 2l^olloniu6 »om 93erftältnij»f<ftnitt, 
fRaumfcftnitt unb befiimmten Schnitt beftnben — unb ebenfo 
eine ftinreidftenbe 2lnjaftl »on wid>tigen unb intereffanten Säften 
über Jfreiöfiguren, wooon ein $fteil in bet £fteorie ber f?e* 
gelf<ftnitte, bie in einem befonbern jweiten Sfteile audfüftrlicft 
abgeftanbelt werben fotf, wieber »orfontmen Wirb, unb we(<fte jeigen: 
bafj bie bri gerablinigen giguren mit fo »ieler Seidfttigfeit angewanb* 
ten S3eWei3metftoben aucft bei ben Steifen unb Jfegelfcftnitten 
mit feinem geringem (Srfolge anwenbbar ftnb. — 

2lud) eine allgemeine Sfteotie ber 93erwanbtf<ftaften ober 
Sranöformationen bet giguren (Sollineation ober .gjomo» 
grab ft ie, ic.) entwidelt ber 93erf«|fer, wobei befonberö bie me tri» 
ftften Relationen befiimmter fteroortreten. — Sebocft ftat ber 93er* 
faffet auf biefe SWetftoben bei ben Seweifen bet »erfcftiebenen Säfte 
fo »iel alö möglitlft uerjidfttet — unb mittelfi feiner »orftin erwäftn* 
ten gunbamentaftfteorien einfadfte birefte SBeweife ju geben gefudftt, 
weil eö natft feiner 2ln)«ftt nidftt genügt: blo« ju wiffen, bajj ein 
Saft waftr ifi, fonbern bafi man aucft feinen gufammenftang 
mit ben übrigen, ju bemfelben Oegenfianbe geftörigen Säften fennen 
muf. — - hierin . befieftt gerabe ba« gigentftümlufte biefer 93eftanb* 
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fang bet neuern ©eemetrie', »oburcp jle bet ttJfetpobe bet euflt# 
bifdpen ©eometrie »ieber mef)t genügt — unb bet Uebergang 
»on biefet ju jener nicpt fo fd^roff h>irb. — 

©dpfiefHidE) iji no<p ju bemerlen: bafi in bet »orliegenben beut# 
ftpen ^Bearbeitung Sitte« pinweggefaffen ifi, maß nidpt in ein fpfte* 
matifcpe« SJefjrbutp bet neuern ©eometrie gehört — ober nicpt an 
feinem Drte war, unb erft fpäter, im jweiten Speile, eine paffenbete 
©teße finben roitb. *— ©ogat manche «Sdpe »on weniger Sntereffe 
unb SBebeutung für ba« ®anje flrtb pinroeggefatten, um eine attge# 
meinete Serbreitung bet beutfcpen 3(u«gabe nidpt burdp einen ju 
popen fjitei« ju »erpinbetn. — 


SUtpftptift. 

-§trrn fßrof. 3op. Slug, ©runert fcpeinen meinen fltecenjlonen 
mathematifcpet SBerfe in ben gßttingefcpen gelehrten Shijeigen unb 
in ben peibelberger Saprbfitper ber Siteratur ein jlacpelnber 
£>orn im Singe ju fein — waprfcpeinlicp au8 bem ©runbe, «eil ffe mit 
ben (einigen nicpt übereinftimmen — unb er pat fiep befipalb bewogen 
geffiplt: in tpeil 25, fiter. Sericpt XCVU feine« «Sammelfurium« „Slrcpib 
für aRathentatif unb Sßhbflf" betittelt, in einer fo abgefepmaeften unb ein# 
faltigen SBeife übet mich ju rfifonniren , ba§ ich e6 unter meiner SEütbt 
palten würbe, auch nur ein SEort auf folcpe® ädht ®runert’f<Pe® ®e» 
wäfch, wie e® fepon feit 3ab* en in bem „Sir cp io" ju finben ifi, ju er» 
wibtrn, wenn bi« Slnmajjung unb bie fcpmuplge Tenbenj ber SDtanipulation 
befl «§rn. ©runert eine nicht ju empörenbe wäre, unb ich nicpt bie Sin» 
wenbung be® Spricpworte® : „qui tacet censentit“ auf miep befürchten 
mögt«. — 

$r. ©runert wunbert fiep nämlidp fepr: bafj bie göttingefepen ge» 
Ieprt. Slnjeigen — bie er felbft eine „fo 6erüpmte 3«itfcprift" nennt 
— ipre «Selten immer noch mit meinen matpetnatifepen tttecenffonen, benen 
ber weltberühmte »Jann biefer geiftreiepe» feparffinnige unb unpar« 
teiifepe „^etau8gebet Ä einer matpematifepen 3e<tf<prift, bem felbfl 
©aufj’fcpe IBegrünbungen niept genügen — ben SSamen ,,©?acp werfe* 
beijuiegen bie ©efälligfeit pat, anfüllen — wogegen e® ipn im 3nnerflen 
ber Seele freut (!), bajj bie „au6ge jetepneten peibelbergerSapr# 
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6ü<her ber hlteratur", biefe „hochachtbar e 3tf tfchrift" — 
mtd) au« ber SRel^e ihrer 3 Ritar 6 eiter geflrichenju haben fdjeine, 
(@runert’fd)e üogif unb Süahrhelt! — ), weil >&r. ©runert, mit et 
fagt, fd)on lange nicht mehr, wie früher öfter« 511 feiner (Sr gß jung 
(? ich glau6e nicht, baß <§r. ©runert Urfaihe hat, fleh über meine 
Jtritif feine« „üehrbuche« ber Btatbematif unb Bhhflf für Jtameraliflen* 
in ben ^eit>. 3ahrb. b. 8it. §u ergßjen — fo wenig flrt> bie Herren Äa« 
meraliflen an bem öoluminöfen Dpu« ergöjen werben! — ) mit ju begeg- 
nen , ba« (Porgnügen gehabt habe“ (wie tribial 1), unb 4?r. ©runert 
fann f!<h nicht enthalten, wörtltdj ^tnjiijufügen : „döir hoffen unb wünfdjen 
un« nicht ju täufdien, wenn wir bie Bleinung hegen, bafj biefem hod;ad;t« 
baren 3ournale bie göttinger gelehrten 21 n je i gen — in ihrem 
eigenen 3nterefTe — hierin halb nachfolgeit werben 1 — “ 

Doch, ä?r. ©runert, Sie haben fleh fel)t getüufcht — unb wenn 
Sie nicht ganj berblenbet unb in fiten 3 been befangen wären , fo hätten 
Sie bie« leicht a priori wiffen fönnen. — ®enn wie fonnten Sie >f?r. 
©runert fleh nur eitibilben, ober anmafjen, ba§ man in ©öttingen, wo 
ein © a u § lebte, unter beffen 2luffld)t bie mathematifchen fHecrnflonen in 
ben göttlng. gelehrten 2 lnjeigen geflanben — 3 h re« mathematifchen Dia» 
the« bebürfe — unb ihrem Hßunfche fo ohne aOe Blotioirung, auf bloße« 
nicht«fagenbe« ©erebe hi« — entfprochen werbe? — Ober halten Sie fleh 
etwa für eine mathematifebe Autorität, auf bie man in ©öttingen unbe» 
bingt etwa« geben muffe? — £>a« wäre eine noch lächerlichere 2lnnta« 
(jung unb S'äufcbung. — >§r. ©runert, Sie foHten nur gefehen haben, 
wa« ©auß für ein lächelnbe« ©effebt machte, al« er 3 h« foflbaren <Sr» 
gän jungen ju Flügel 8 math. 5 ßörter 6 ucbe burchfah — unb namentlich 
in bem 21rtifel ,,2 ßahr fd) einlichf ei 1 8 r echnung" 3hre fchßnen 2So» 
tiöe la«, womit Sie ber nenften unb boHenbetflen ©auß’fd)cu (Srpojltien 
bet ÜJl et höbe ber fleinflen Du abrate au« bem UBege gehen! — 
Unb wabrlicb ber Appetit würbe 3 h"tn gewiß Oergangen fein, 3 h* btt« 
leumberifche« fßamphlet nach ©öttingen ju fenben ! — 

’llber gjr. ©runert fdjeint fehr oft nicht ju wiffen, wa« er thut 
unb rebet. — (Sr will ben Dhbaftionen ber beiben genannten 3 ci*fd)tiften 
(Sompli mente machen, um feinen faubern ju erreichen — unb 
fagt benfelben bod) eigentlich ©robh eiten! — S>enn würbe e« -fjr. 
©runert für eine S dune t d> e lei halten, wenn man ihm fagte: Sie 
flnb ein h 0 djb er ü h m te r Blathematifer ; aber in 3h«r 3eitfcbrift (affen 
Sie fchon 10 3 ahre hinburd) nur niehtSnufcige Blad) werfe »on 3 gno» 
ranten abbruefen 1 — SWan muß meine Äritifen in ben götting. gel. 2 lnj. 
unb in ben htibelb. 3 ahtb. ber Sitr. mit benen be« -&rn. ©runert 
in feinen litr. (Berichten be« 2 lrd)ib« oergleichen, um fofort ju fehen, 
welche ben Dlamen „Bi ad) werfe" Oerbienen! — SBelcher „unnufce 
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flßlunber" (ein ®runert’f<het fjaffffi^er Auebrucf!) in bem bereits gn 
25 Sänben angefdiwoOenen „©ammelfurium'' Oergraben liegt — unb 
woron fein gering« Jfceil ber inbuftriellen >$anb beö „beraub» 
ge 6 er 8" felbft rerbanft wirb — werbe ich an einem anbern Orte au8» 
führlicb nadweifen — unb e8 wirb fleh ergeben: inwiefern *£>r. ©runert 
bei ber ölebaftion feiner 3eitfdrift mit „Aritif"' rerfäprt — fo wie: 
ba§ feine Otecenjtonen in ben litr. Seriellen — unb feine fritifirenben 
Urtpeile in bem Arcpib überbauet — nichts ald flnnlofeS , ftereo* 
tijpeS, oberflächliches ®erebe tff. - 2)ie Aunfl oerfieht er auf feben gafl 
meifterpaft: oiele Sogen mit „unnüfcem &o rmelplunbef gu füllen 
unb feinen Abonnenten jährlich gwei Sänbe für 6£h.lt. aufgupängen! — 
3)a8 ifteS, wa8^r. ©runert rorgugSweife „anftrebt". — 9»an beftpaue 
nur feine Auflage ü6er ©ternfebnuppen = 35 ©eiten — über Ungleich* 
beiten, SDlittelgröfjen, ic. = 50 ©eiten - über Elimination == 62 ©ei* 
ten — über Aberration = 60 ©eiten — über imaginäre ©röfien = 54 
©eiten — ic. ic. — unb man wirb jltb lel<bt übergeugen, wa8 4>r. ® r u* 
nert befonber8 „anfirebt." — - 

>&r. ©runert fpriept an bem angeführten Orte auch bom .,Ueber* 
fef}ung8banbwerf’' unb Pom „X rag ifomif eben". — 3n Segug 
auf Erftereö will ich nur bemerfen: bajj itb febon bei einer oberflächlichen 
$>iircbfiiht be8 ArtbibS gegen 20 Ueberfe$ungen bon tbm felbft 
gable, unb bafj bie wichtigem Artifel in ben ©runert ’frben ßrgän jungen 
be8 A l ü g e l ’ftben SBörterbucpee nichts al8 AuSgüge unb freie Ueber« 
f e | u n g e n au8 ben 9Bt rfen Pon ®au§, Ifaplace, i* egenbre,6au* 
dj i} , ic. ffno ! — 5Ba8 ba8 Breite betrifft, fo fiefjt jeber Unbefangene, bafj 
bie OJoUe, welche <§r. ©runert als ölebacteur be8 ArcpioS, als 
Aritifet in feinen liter. Berichten — unb befonber8 mit feinen 
caplationes benevolentiae unb Unwahrheiten bei ben fHebactionen 
ber göttmg. gel. Angeigen unb ber h«ib- 3abrb. b. Sitr. gefpielt hat, mit 
»ollem ölechte eine „traglf omifebe" genannt werben fann. — ©d?on 
bie ©praepe be8 -£rn. ©runert ift eine „traglfomlfche’' — nament* 
lieb in ben grünblitpen unb treffenben Arit ifen ber litr. Se* 
richte. — Sapienti sat! — 

Doch nein, ich mufj mit ^errn ©runert ftpon hi« noch einige 
SDorte über bie „höhere AnalpftS' reben ; benn bie Unoerfdämthelt 
ober Unwiffenpeit, weide in ben 3L ; orten : „benn wo fo gang unb gar feine 
Aenntnifj unb 33erfiänbnifj beffen, waS bie neuere AnalprtS anftrebt, unb 
woburch fie (ich in Olücfftcbt auf wahre matpematifdje ©trenge auSgeicpnet, 
ft cb ftnbet, wie bei biefen ölecenfenten, ic. :c." be8 tiefftnnigen Aiatpema* 
tiferS fid? funbgibt, ift gu grojj, al8 bafj ich länger fetweigen fönnte. — 

3 cp will gunächft meine Auffaffung ber Sßrincipien ber höheren Ana» 
19(18, wie icp ft* in Öen götlingefd}en gelehrt. Ang. Pon 1847-1855 bet 
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©elegenhelt ber Beurtheilung ber SOBerfe hon Sollb, Ulabier, 

Birffen, ©nell, granfe, Aülh, ©chlömilcb, ©riet unb 
Brobifdj — fo wie in meinen „©runbleljren ber höhnen %na* 
lijfiS’' unumwunben unb entfdjieben mit ber gehörigen “iÖuÄfütrlidjfelt 
au8gei>rodjen unb entwicfelt t^abe , hier für} wieberholen , bamit man fle 
mit ber bed hm. © r u n e r t Dergleichen fann. — 

1) Stetige ©roßen (hängen, glätten, tc.) änbern fidj nad> 3ncte* 
menten, bie iteber a bf olu t e Ul u II en , noch befiimmte enblidje, 
wenn auch noch fo fiel ne ©roßen (!nb, weil im erfien galle feine, unb 
im jwelten gaHe eine fhrungweife (biöcrete) Ulenberung jiattfänbe. 
— ®8 muffen alfo biefe 3ncremente als unen blich, unbefiintmt ober 
unbefchränft flein gebad)t werben, fo ba§ fte unter jebe gegebene 
ober an gebbare, befiimmte @renje ber Kleinheit herabjtnfenb gebadjt 
werben müffen, wenn eine fletige Ulenberung (3u= ober Abnahme) fiatt* 
fitiben foQ. — Bie 91 n ja hl *» bet in jeber enblidjen, nodj fo fleinen 
©röße a enthaltenen unenblich fleinen Ibeile (Sncremente) muß 
baher größer als jebe angebbare, befümmte; nodj fo große 
Saht — b. h* unenblich, unbefchränft, über lebe befiimmte 
©renje h*nau8wacbfenb gebaut werben, wie fofort au8 ber ®leid?heit 

a = »n.^- erhellet. — Oh«* biefe Begriffe beö unbefchränft Jtlei« 

n e n unb unbefchränft ® r o § e lt flnb wir nicht im ©tanbe eine fl e* 
tige fflenbrrung ju benfen! — 

2) 9lu8 bem Begriffe einer unenblich ober unbefchränft gto* 
Sen 3ahl ober ©töße m folgt unmittelbar: -bog ihr 3ufianb beS unbe* 
fdjränften UßadjfenS burdj Ulbbition , ober ©ubtraction elntt 
beliebigen enblidjen ©röße a nid?t geänbert wirb, fo ba§ man ittt* 
mer in + a = m fefcen barf; benn e8 würbe nach bem Begriffe Dom 
m nicht blo8 jwecfloS, fotibern fogar ganj finnloS fein: ba8 dt a 
neben bem m beibehalien ju wollen! — 

3) hiernach ifi ferner, wenn A eine beliebige enblidje ©röße 

, . , i o m A I o m A , ,, j w , 

bebeutet : A x — = * = — = — A, wetlm A offenbar u n» 

enbüdj groß ifi. — Sine unenblid? fleine ©röße barf alfo neben 
einer enblidjen, womit fte blo8 burdj ‘Jlbbition, oberSubtraction 
herbunben ifi, ebenfo, unb au8 bemfelben ©runbe, hinwrgfaQen , wie eine 
en bliche ©röße gegen eine unenblich große. — Bie ©leidjheit 

A 3: — — A läßt fleh auch/ reit fdjen heibnit bemerfthat, fnbi» 

TJl 

rect (abagogifdj) rechtfertigen; benn wollte man A + — =^4+afeben, 

“'171 - 

wo a eine befiimmte, alfo enbliche, wenn auch noch fo fleine 
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©rbfje bebeutet; fo würbe biefe ‘Hnnafime ber S3orau8fehung rciberfprechen : 

bafj m unenblich grof?, alfo unenblich Flein gebaut werben 

foü ! — • c&lerbet ijot man aber ben richtigen SBegriff beS unenblich 
Ä t einen unb u n e n b l i cf? @ r o fj e n wohl im 9iuge ju bemalten — unb 
jlcfj namentlich tor bem groben Srrthume ju h&ten: fiel? unter bem un* 
enblid? .Kleinen uitb@roften etwa® 2lngebbare8, SBeftimm t e8, 
gireS, 93ollenbete8 ju benfen. — Steibe ^Begriffe ineolbiren weitet 
nidjtS, ate bie „SJtegation" jeberOrenje be8 9lb= ober 3u nehmen 8 
— ber .Kleinheit ober ©rofjheit — einer 3 i1 hl ober ®r6j?e, wie 
eS bie begriffliche ‘üuffaffung — nicht blo&e 'Ättfchauung — be8 
93erlaufe8 (3u* ober QlbnehmenS) fietiger ©röpen mit abfoiuter £Roth s 
wenbigfeit forbert. — 

«hieraus ergibt ficf) bann ba§ ©erhalten ber unenbltch fleinen 
unb unenbltch grojjen 3<>hlen ober ©röfien ber berfdjiebenen 
Orb n ungen (höhere QlnalijRS 2 folgg.) — unb alle biefe Säfce 
jufamthengenontmen bilben bie ei ttjig n a turgemäjje unb nicht ju 
umgetjenbe ©runblage ber gefanimten hährrcu ‘ilnalhflS. — 

4) ÜÜenn nun y = f(x) eine fletige gunction bon * ift, unb e8 
änbert ficf; x um bie unenblich fleine @rö§e dx bon ber etflen 
Drbnung, .fo änbert jtch y = f(x) auch um eine unen blich fleine 
©röpe d y = dx) — f(x) erfter Orbnung — weil f(x) al8 

fietig bofauSgefeht wirb, unb bie Summe ber unenblich bieten un» 
enblich fleinen SBerthe bon dy, welche man erhält, wenn jtch x bon 
bem enblichen SBerthe a bis ju bem ebenfaltl en blichen SBerthe 6 
ft e t i g , b. h, nach u n e n b li <h fleinen Sncrementen d x, änbert , ber 

enblichen ©röfje f(b) — f(a) gleich ift. — X>aB ©erhältnifj —■ muf? 

alfo im 'Allgemeinen einen beftlnimten ÜBerth h«6en — unb $war 
einen conftanten 3Bertf) <», wenn y = f(x) = ax + b ift — unb 
einen mit* beränberlicfjen ®erth, wenn y eine anbere gunction 

bon * ift, fo bafc man = f (*) fefjen fann. — 3Mefe8 33erhältnij? 
=• f (*) ober dy — f (x) dx brücft ba8 „allgemeine ® cfefc 

UX 

ber ftetigen Aenberung" ber gunction y =f(x) auS, woburch bie 
Auflöfttng einer SWenge wichtiger SBrobleme gegeben — unb fogar ber 
SBerth ber gunction y = f(x) für jeben ffierth bon * beftimmt wirb 
(natürlich innerhalb ber ©renjen ber Stetigfett bon f(x)), wenn ihr 
®erth f(a) für irgenb einen UBertl} *= a gegeben ift-; benn e8 ift al8» 
bann befanntlid): 

A») = / f (x)dx + f(a). 
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>f>ferin liegt ber 0ler& ber ganjen böbcrn QlnalbfiS — weil ffdf bi< 
jttiftben ben unenblidj Keinen gleicfojeitigen 3ncrementen flattftnben* 
ben Relationen leistet auffinben taffen, als bie jwifcben ben ettblitben 
®röfjen felbft — 

d_y f(x 4 -dx) -f (x) 

dx dx 


Um au8 


ben ÜluSDrucf für f‘(x) 


j^u erhalten, muj? man unenblirt? fleine ©rdjjen 9 f 3 (n e n b t i d? e 
btnweglaffen, woburdj aber, »nie bereits gejeigt, fein angebbarer, be* 
ftlmmter, notb fo fleiner Seifer — alfo überbauet fein geb» 

dv (% " 4 " dx)* — 

ler — entfielen fann. — 3fl j. *. y = x*, fo ifi-,| = dH 


d y 

= 3x* -f 3 xd* -f- (dx) 2 , unb folglidj in aller Strenge: 

= 3*, ober dy = 3 x*dz-, benn eS fann fein bejtimmter, noch fo 
fleiner gebt« in biefer ©leicbbf't nadigewirfen werben, weither bon ber 
^inweglajfung ber u n e it b l i cb f l e i it e n ©lieber 3 x d x -f- d x* her* 
rübrte ! — ©amit ifl aber nicht gefagt; bafj bie Refultate ber 3)ifferen= 
tialrecbnung immer abfolut genau finb — ober baf? baS ©ifferen* 

d ti ' • 

tialoerbültnip —— = f'W für ieben Hßertb bon * mit b eiliger 

a x 


©enauigfelt angegeben «erben fann. — 3m ©egentbeil, man wirb fldf 
in ben meifien gäOen mit einer unbefcbrfinften 9lnnübrrung 

begnügen müffen — unb baffetbe gilt bon y = j’f (*) dx. — 

©ei Dielen Untersuchungen ifl eS notbwenbig, auch bie höheren ©if* 
ferentialoerbältniffe , . . . ju beffimmen , woju aber feine 

d^ i/ 

neuen ^Betrachtungen erforberlicf) jtnb; benn -r~\- = f'{x) wirb ebenfo 


auS— ^ = f(x ) gebilbet, wie blefeS aus y — /■(*); ic. 

3n bem ©orbergebenben ifl baS äßefen unb bie SJiet höbe ber bö* 
bern WnafsjjlS im ^allgemeinen bollflänbig unb unumrounben auefpre« 
eben — unb id) habe a. a. O. gezeigt : bap jebe anbere SWetbobe auf biefe 
f. g. £ e i b n t j ’ftbe 3n finit efintalmetbobe jurüdfommen mujj, wenn 
f!e nicht flnn» unb begriffloS fein foll. — ©enn unter allen Uraftänben 
ifl ber ©ebanfe fefljubalten : „bap baS allgemeine ©efefc ber fie* 
tigen 5lenberung einer gunction y = f(x) nur burtb baS 

©erbültnip ~^~=f (x) ober dy = f (x) dx ber gle tc^jeitigen 


unenblidj fleinen 2lenberungen dy,dx bon y unb x auSge« 
brücft «erben fann" — eben weil bie Qlcnberung fiettger ©röpen 
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nach 3ncmnenten erfolgt, bie Weber abfolute Skullen, noch angeb» 
bare en bliche ©rögen gnb. — 9llSbann fann man aber, wie man fldj 
auch angellen, welche ©ege man auch einfdjlagen, welche SKittel man auch 

d_y _ fix -f- dx ) - f (x) 


dx 


d x 


anwenben möge — ben Uebergang ton 
iu — f ‘ (*) ober dy = f (x)dx nicht anberS bewerfgeUigen , 

O X 


als 


baburdj: bag man unenbllch fleine ©rögen gegen enbliche ic. hin» 
weglägt. — 

ÜBenn x imaginär alfo »on ber fforni p -f- q |/+ i ift ; 
fo muffen nach ber allein objrctib richtigen ©aug’ghen Theorie beS 
3maginär en p, q als jwei 'inbehenbente aSefänberlidje behanbelt 
werben — unb alSbann ergibt ft* auf ber ©teile: bag bie ©runbformeln 
ber Differentialrechnung biefelbe Sorm behalten, wie wenn x reell lg!— 

£dren wir nun auch <§rn. ©runnert! — 3n JtlügelS matb. 
SBörterbuche, Sb. 5, ‘Mrtifel „Unenbllch" (bie Lehrbücher ber hohem 
(KnalijgS beS #rn. ©runert begfce ich nicht, unb fonnte fle hier auch 
nicht bei Sefannten auftreiben — ) fagt berfelbe wörtlich : „Da* ©hmbol 
ber „©ränje einer u n b eg rä n j ten 3 u n ah me" (?) ift ao, welches 
fowenig wie 0 (baS ©btnbol ber ©ränje einer unbrgränjten Abnahme) et* 
was (Reelles bezeichnet. Die Seichen 0 unb cd fch einen (!) unS 
hötlig in eine .Kategorie tu gehören ; fo wenig Jenes ©cbwierigfeiten macht 
(!), ebenfowenig wirb biefeS ^inbetniffe in ben ©eg legen (!). — 
(Sine fold>e ©röge lägt fleh gewiffermagen nur fingiren, wenn ich fo 
fagen barf, welches aber auch mit ber (RuU ber gafl ift, unb cd bebeutet 
alfo baS actuale UnenbUcht ber Wetahhhgfer! — @o lange man fleh 
eint ©röge alS eine 3°hl benft, ift eS, wie eS fch eint, feinem S^eifel 
unterworfen, bag biefe ©röge weber beim Slbnehmen 0, noch beim Suneh» 
men ao wirfltch erreichen, fonbern biefen beiben ©ränjen fleh nur immer 
mehr nähern fann (?!). — Sei fletigen ©rögen aber ig bitS anberS* — unb eS 
foll j. S- lang 90° „alS ftetige©röge unbegränjt, ohne ßnbe, im 
eigentlichen ©inne unenblieh, »ollgrog, nach Suffe, gebacht wer* 
ben müffen. — " 

£ier haben mir wieber einen SewelS: bag >&r. ©runert feine eige* 
ntn ©orte nicht »ergeht — unb im wahren ©inne beS ©orteS eine „tra* 
gifomifebe" ©prathe rebet — fo wie eine „tragif omifche* (Holle 
fpielt! — DaS tjt bie neuere gr enge (Richtung — bie wahre ma* 
thematifche ©trenge? — ©ahrlieb >$r. ©runert h fl t (Recht — 
bie habe ich aUerbingS bis je|t nicht gefannt ! — 4?ierauf thellt «§r ®ru* 
nert bie Gauebb’fthen ©ä$e über baS u n e n bl ich St leine mit — 
weil bafftlbe »on ganj befonberer ffiiehtigfelt tg — wie er 
fagt, unb geht bann jur Differentialrechnung über, wo eS h**fj t: „$it 
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®ränje bon l^eigt ber Differentialquotient oony unb wirb 

^ X 

/j Ml 

burdb ~r~ beieidjnet, welche® ^ i er aber nicht als ein getrennt 

te8, fonbern at« ein einfaches Beiden ju betrauten tft! — 
Die ©ränje, welker jf<h ber ©rud): 

f(»+«A«)+fW __ f(») ^ x 

a * 

nähert, wenn a fid) bet 0 unbegränjt nähert, heijjt baS Differential 
bon y = f(i t) (?) unb wirb mit dy bejeidjnet. Stimmt man nun auf 
beiben (Seiten obiger ©leichung bie ©ränjen, fo erhält man augenblidlith: 

dy = d/'(*) = /'(*)A* = A -o?, (?l) 

ober wenn man A x = dx (?) fegt, immer aber wofji bemerlt, ba§ dx 
elneenbllche be(timmte(?')®röpe, unb - J& - ein einfaches (?!) Bel* 
dien ift, welches nicht getrennt (?!) werben barf: 

d y = df(x) = /■ (*) dx = — dar.* 

O X 

3n ben geiftreichen , fritifdien Supplementen ju Älügel’8 
matf). ©Börterbuche, ‘Jlrtifel: Differentialrechnung h»i§t e8: „Un* 
ter bem Differential einer Sunction y — f(x) oerfleht man nämlich 
nichts anbetS, alS ba8 fßrobuct ihrer berioirten Sunction y' = f (x) in 
ba8 3ncrement ober bie Differenj A* ber unabhängigen oeränberlichen 
©röjje * (??), fo ba§ alfo, wenn wir . wie gewöhnlich, ba8 Differential 
Oon j |=f(*) burch dy=df(x) bejeichnen, überhaupt 

. dy = y /\x ober dy = f (x) A* (?!) 

ift. SDr y — x ijl y =l; alfo dx = A*. — Daher fegt man 
gewöhnlich : 

dy — ydx ober df(x) = f (er) d x, 

unb nennt aud) d x baS Differential ber unabhängigen Deränberlichen 
©röjje x, wobei man aber ju bemerfen h«t, baj) dx immer eine cott» 
flante ©röfie ift. — " 

'2Ufo baS ifl bie tiefe, gen aue Äenntnij? — bie wahrhaft flrenge 
mathematifebe ©egrünbung ber neuern iHnalpfiS bi8 -^rn. ®runert? — 
SWit einem 9Jfanne, ber folcbeS, in feber «fcinftibt obfurbeS, grunb* unb 
bobenlofeS 0täfonnement für „©egtünbung" ber höh*«« ‘flnatpjlS 
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hält unb auSgifct — fotlfe matt eigentlich fein einjigeö ©ort wedjfeln — 
unb wenn id) «8 bennod) ^ier nitfct unterlaffe fo gefdjie^t bieS nur, um 
ju geigen, waSfür eine „t rag ifomifche" ©brache unb 9 Me£r. @ runert 
in feinen ©djriften fo oft rebet unb fbielt, wenn eS fid) um etwas anbe» 
reS, als mechanifche g orm etm a cherei ^anbelt — wie oft er ficfj 
ben Ulerjlanb — Degriff — burch feine gormeln benebeln Iäfit! — 
Qllfo aud) bei conflanten, en blieben 3ncrementen ber 3nbebenbenten 
* finbet eine fietige Qlenberung ber gunction y=f(x) ftatt — unb 
baS unbollflätibige 93 erl?üttnig fotdjer enblidjer gleichjeitiger 3 ncre» 
mente foll baS ©efeg ber ftetigen Qlenberung ber gunction y = f (*) 
auSbrücfen ? — 9 )tan foll jur ©renje übergeben — unb bod) follen bie 
Sncremente enbliche unb confiante ©röfien blei6en? — «§r. ©ru» 
nert, reo rear ihr Q 3 erflanb, als ©ie folgen llnftnn nieberfd;rieben ? — 
Doch eS begegnet 3 l?nen leiber nur ju oft: bafj ©ie nicht reiffen, waS 
Sie tfiun — 3 hre eigenen ©orte nicht berfiehen. — ©ie fpredjen bom 
„®ren jübergange"- ohne aud; nurmit einem ©orte 511 fagcn: reellen 
3reed berfelben h®t — reorin er befielt, unb we8hal6 er erlaubt 
ifi — unb fold) oberflächliches. rabibeS „©? ach wert" nennen fie eine 
„wahrhaft ftrenge Degrünbung" ber höhnen QlnalgflS? — unb 
barauf bilben ©ie fldj fo biel ein, bafj man felbff in ©öttingen 3hrer 
Qlutorität fld; fügen müffe? — 

8ie fagen ■■ ^ fei ein einfache« 3fid>en, welches nicht ge» 

trennt werben bürfe, welche Ungereimtheit ©ie ben alten S^uilier 
nachfaredjen — «Sie fel6fi aber fdjreiben ja ungä^Iige 9 >fate: dy=f(z)dx 

ftatt - t y - = f (*)» d . —n i”- 1 dx , u. f. f. unb mit 9 tedjt. — Denn 
a x 

wenn bieS nicht juläfjlg wäre, fo bürften ©ie auch nicht y= j'f'(x) dz 

fegen — unb ift benn in biefer legten ©leichung baS dx auch eine enb» 
liehe GonftanteY - 

©enn in y=f(x) bie Snbebenbente x imaginär, =m + c]/ — 1 
wirb, fo meint -§r. ©runert w unb © feien gunction en bon x\ — 
unb mügt fich «ntfeglich abs bie ©ültigfeit ber ©runbformeln ber Diffe* 
tentialrechnung auch für biefen gafl 51t beweifen, inbem er u -f- e ]/ — 1 
auf bie gorni q (cos q> •+■ sin q> . ]/" — I) bringt. — 

QRan hat bielmehr u unb v als jwei inbepenbente QSeränberliche 
ju betradjten unb ju behanbeln — unb alSbann ergibt fleh aOeS unmittel» 
bar mit ber gröjjten Einfachheit unb Seldjtigfeit. *&ier befiimmt >&r. 
©runert übrigen« nicht bie Differential q 11 0 1 i e 11 1 e n , wie früher, fon» 
bern bie Differentiale — unb man fleht leicht ein, weshalb! — ES 
würbe ju weit führen, wenn ich h<?r ade ben flnnlofen „gormelblun* 
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btt" unb bie „tragifomifte" hogif erörtern wollte, weldje •Sr.Öru* 
nert noch mittheilt — namentlich in ®ejug auf bie ^Differentiation ber 
Sunctionen mit mehreren 3nbepenbenten. — Unter anbern finbet man 
hier auch bie flnnreicben gormeliK 


/■(* 4 dx) = f(x) ■+ d ^ X - 4- 


d'f(x) d*f( x ) 
1.2 + 1.2.3 


f(x 4- d x, y 4- d y, * 4- d t, u + d u , . . .) 


= V 4 - 


d V 


+ 


dt V 


1 . 2 


d»F 

1.2.3 




roo F = iftl — 

3)a8 IBor^ergetjenbe wirb einfiweilen genügen, um beurteilen ju fön* 
nen: wer öon un8 beiben, id), ober -&r. ©runert, fo gattj unb gar 
feine Jtenntnifj bon einer flrengen93ehanblung ber ^ö^ern 
’ÄnaltyfiS ^at! — 

3d) werbe, wie fd?on bemerft, ba8 gefammte „ma tljema t i ft e < Hn* 
fireben" be8 <§rn. ©runert — inSbefonbere wie e8 ffd? in ben ’Är* 
d)ib barjlellt — in einer fpecieflen ©ebrift ausführlich beleuchten — wa8 
um fo notbwenbiger ifl, a!8 £r. ©runert ein Drgan in ben •fjänben 
hat, woburd; er feine abfurben Qlnftcbten unb Urteile leicht im ißublifum 
Oerbreiten fann — unb bieS war aud) ber ©runb, weöbatb ich in ben 
götting. gel. Qlnjeigen einige ©?ale mit ein paar gß 0 rten auf $rn. ®ru* 
nertS Urtheile in ben litr. ^Berichten SBejug genommen habe, woburd) 
fit bie eminente mathentatifebe SJiotabilität arg beriefst gefühlt haben mujj 
— wie feine niebrige ÜKanifJulation hinreiebenb jeigt! — 

«fpeibetberg, im 2J?ärj 1856. 

Dr. Sdntufe. 
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teuere ©eometrie« 


©rfte Jibti)(tlnng. 


ftunbamentalfahe, — Sporte beS anhamonife&en 23eth<xltnif[rf, 
bet homogtaphifthen S&eüung unb bet Snvolutiotu — 

§. 1. 2Benn bie jwifdhen j»ei «Punften o, 6 UegenbiJ Sänge 
(Strecfe) burdj ab bejeidjnet wirb, fo wirb ber «ßunft a at« 21 n* 
fang«punft berfelben betrautet, unb wenn fte bur# ba au«ge* 
brücft wirb; fo ^ei#t b ber 2lnfang«punft berfelben. — Senn man 
auf berfelben ©eraben mehrerer Segmente, Sängen ober Streifen ju 
betrachten h at , fo*n>erben bie von ihren 2lnfang«punften au« nach 
einem gemiffen Sinne gerichteten al« pofitiv unb bie nach entge* 
gengefehtem Sinne gerichteten al« negativ betrachtet, fo ba|j in 
ben «Rechnungen bie etjien ba« 3ei<h*n -f- unb bie lebten ba« 
3eichen — befommen. — Senn alfo bie bu«h ab bejeichnete Streife 
pofitiv ift, fo ifi bie bu«h ba bargefteltte neg'ativ, unb folglich 
a,6 = — ba. ■* 

fbunbamentalfah* 

§. 2. Senn man auf berfelben ©eraben brei «ßunfte 
a, b, c betrachtet, fo ifi bie algebraifdjeSumme berjmifchen 
ihnen liegenben bteiStrecfen ab,bc,ca immer =0, in »eichet 
Drbnung bie brei fünfte auch auf einanbet folgen mö* 
gen; b. h- eö ifi, ba bie brei fßunfte nur bie brei verriebenen 
2lufeinanberfolgen a, b, c; c, a,b ; a, c, b barbieten lönnen, »eil 
ber «ßunft c recht«, ober linf« »on bem Segmente ab, ober auf 
bemfelben liegen muh, flet«: 

ab -f“& c 4" ca = 0; 

benn man fehrt in jebem biefer brei ftäHe immer »iebet ju bem 
fünfte a jurücf, von »elihem man au«geht. — 

, Senn bie Sage eine« fünfte« a burch feine Entfernung von 
einem 2lnfang«punfte 0 befiimmt ifi, unb man »in benfelben auf 
einen anbern 2lnfang«punft Ö' bejiehen, fo hat man immer: 

Watt ffiwmrfrie. 1 
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@rfie Abtbellung. 


Öa — O'a — O'O ; 

benn biefe. Relation folgt megen 0‘a = — aÖ‘ au6: 

Oa-fßO'-f 0'0 = 0, 

roelche bei Jeber Aufeinanberfolge ber brei [ßunfte 0, 0‘, a fiattftnbet 
Die Differenj Oa — Ob jweier Segmente Oa, Ob, 
loeli^e benfelben Anfangöpunft haben, i(i ftet6 = bat 
»eiche ©rofjeit unb [Richtungen bie beiben Segmente auch 
haben in ögen. — 

Denn au6: 

Oa — Ob =ba 

folgt: 

0 a "j* a b — f* b 0 ^ 0 , 

unb biefe lebte ©(eic^^eit finbet nach bem Dbigen für jebe Auf* 
einanberfofge ber brei fünfte O, a, b ftatt ; alfo auch bie Pot* 
hergehenbe. — • 

9Ran fann auch fagen: bah bie gegenfeitige Entfernung 
jtoeier fünfte a, b «16 gunftion ihrer Abfiänbe oon 
einem ge meinfcha ft liefen Anfangöpunfte O burch bie 
[Relation: 

ba = Oa — Ob * 

au6gebrü(ft Wirb. 

Der obige gunbamentalfafe finbet nid)t bfo6 für brei, fonbern 
auch für eine beliebige Anjahl von fünften a, b, c, 
ftqtt, unb }tt>ar für jebe beliebige Aufeinanberfolge berfelben, fo 
baf ftet6 ift: 

ab-^bc-\-cd~\-...fa — 0 . 

Um ben ©«b in biefer Allgemeinheit ju betpeifen, »poHen mir 
geigen : bajj, wenn berfelbe für n fßunfte a,b,c,...e flattfinbet, 
er auch für n-f-1 fünfte gilt.' — @efebt nun-, ber ©ah gilt für 
bie n fünfte a, b, c, ... e, fo hat man bie [Relation: 
ab-\-bc-\-...-\-de-\-ea=xO, 

unb wenn man noch einen-^mift f meh* betrachtet; fo hat man für 
bie brei fßunfte. a, e, f bie [Relation: 

dfi. “f- e f -J- fa = 0 . 

Abbirt matt nun biefe beiben lebten ©letchheiten unb bemerft, 
bah bie ©lieber e.q unb ae ftch gegenfeitig Aufheben^ fo hat man: 
e* & c — f- ... — f- <i,e — qjf -4— = 0. . 
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Sunbamentalfafc. 


Sßenn alfo ber Safe für n fünfte gilt, fo gilt er au$ für 
n -f - 1 fünfte. Kun Ijaben wir aber »orfjin bewiefen, bafj berfelbe 
für brei fünfte gilt; mithin gilt erau$ für »ier, fünf, fedjt,... 
fünfte. — *j 

§. 3 . SBenn a, a' jwei fünfte, a i$re «Kitte unb m 
ein beliebiger «ßunft auf berfelben ©eraben firtb; fo Ijat 
man immer: 


ma 4- ma' . . 

ma = , ma. ma' = (ma) 2 ■*— (aa) 2 . 

®enn für bie brei fünfte m,a,a Ijat man: 

' ma -f- aa -f- am =0 

ober: 

ma = ma -\-cca, 

unb ebenfo awifäen ben brei «Bunften m, a, a ': 
ma' = ma-f aa' . 

«bbirt mann bie. beibtn lebten ©leidsten, unb bemerft, baf 
ao = — aa' ifi, »eil a bie «Kitte jwifdjen a unb a' ijt; fo 
erhält man: 

ma -f- ma' 
m cc = — 

2 * ■ 

unb wenn man ffe in einanber multiplicirt unb — aa für aa' 
fe&t : 

ma . ma 1 — ( ma ) 2 — (aa) 2 . 

§. 4. Söenit aa', bb 1 jwei ©tredfen ober Segmente 
auf berfelben ©eraben unb a, ß iß re «Kitten finb; fo Ijat 
man immer: 

_ ab-l-a'6' a6'-f-a'i> 

aß- 2 • 

2)enn wenn man auf berfelben ©eraben einen beliebigen 
«JJunft m nimmt, fo fiat man: 


*) Ziffer «Sag ftnbel au($ noc$ ftatt, wenn bie fünfte a,b,c....f ni$t 
mehr tn berfelben ©eraben liegen, fonbern bie ffefen eine« beliebigen SÖlet- 
etfes hüben, unb bie Seilen bejfeiben foteobl nntf Sänge, als 9H($tuitg auf- 
gefaift »erben. — 

1 * 
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(Frfte 'ü&tljfilung. 


ma-\-ma‘ „ mb mb* 
ma = L , mß = — ^ , 




alfo : 


. _ mb-\- mb‘ — ma — ma' 

mß — ma — aß — ! ^ 

9iun ifi aber: 

mb — ma = ab, mb 1 — m a‘ = a‘b‘ , 


a ab-\-a‘b‘ 

«l» = j ’ 


unb tt>enn man b unb b‘ unter einanber »ertaubt: 
. ab 1 a‘ b 
a ? = T * 


§. 5. *ßofiti»e unb negative äöinfel. — 3)en 2Bin!el, 
melden jwei ©erabe A, B mit einanber bilben, wollen wir mit 
( A , B) ober (B, A) bejeiebnen, jenaebbem berfelbe »on bem ©djenfel 
A, ober »on bem ©cbenfel 1 3 au6 gejä^lt Wirb, fo bafj ber ©cbenfel 
A, ober ber ©cbenfel B ber Slnfang be« äßinfelö ifi. — 2>enft 
man ftcb in bem ©Reitel bed Sßinfelö baö 2luge eine« Beobachter«, 
beffen ©lief nach bem at« 91 n fang bienenben ©d)enfel gerichtet 
ifi; fo fann ber SBinfel erjeugt werben, inbem ftcb ber anbere 
©cbenfel »on ber Sinfen biefe« Beobachter« gegen bie Siechte, 
ober »on ber Siechten gegen bie 8 in f e um ben Scheitel brebet, 
unb wenn bie in bem erfien 2)re£)ung0ftnne erjeugten SBinfel ald 
pofiti» betrachtet werben, fo muffen bie in bem entgegengefefcten 
©inne erjeugten al« negati» angefeben werben. — 


Slnbarmontfcbeä 2le r b « 1 1 tt t fj. 

§. 6. SBenn »ier auf berfelben ©eraben liegenbe fünfte 
a,b, c, d ju je jwei betrachtet werben, fo befiimmen fte fedjd 
©egmente, unb ein Berbdtnifj, Wie: 
ac bc 
ad ’ bd * 


worin »ier biefer fedjö Segmente »orfommen, Wirb ba« anbat* 
monifebe Berbältnifi, ‘ ber »ier fünfte genannt, unb ifi ber 
jQuotient au8 bem SBerbfiltniffe ber Slbfiänbe eine« ber 
»ier fünfte (a) »on jwei anbern (c, d) unb bem Berbält* 
niffe ber Slbfiänbe be« »ierten fünfte« (&) »on festem. — 
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SBenn vier in berfefben ©bene liegenbe ©erabe ober ©trauten 
A, B, C, D burct benfelben ©unft geljen unb ein fogenannteä 
©traljlenbüfctel bilben, fo wirb ein 2lu6brutf wie: 

»in CA, C) < sin {B , Q 
sin(A, D) ' a in (B , D) ’ 

worin bie @inu$ »on »ier ber ffdjö SBinfel »orfommcn, meldje 
biefe ©eraben ober Strahlen paarweife mit einanber bilben, ein 
anljarmonifcfje« 93erbAItni0 biefer ©eraben ober @traf)Ien 
ober biefeö ©üfdjelß genannt. — 

Sßenn enblid) t) i er ©benen 21 . © . 6 . $ burd) biefelbe 
©erabe gelfen, fo Wirb ein 2(uSbrutf wie: 

sin (21 ■ ©) . am (© . ©) 

sin (21 . 2)) ' sin (© . 3)) ’ 

worin bie €inu$ »on »ier ber fettö Sßinfel »orfommen, weldje 
biefe ©benen paarweife mit einanber bilben, ein anffurmoniftteö 
©erf)ältnifj biefer ©benen genannt. — 

§. 7. ©ier ©unfte n, b, c, d geben fette antarmonifd&e 
©ertältniffe; allein man braucht nur brei berfelben ju betrauten, 
weil bie brei übrigen bie inöerfen ober reciprofen SBertte be 
erftern finb. — 2Bir wollen bie brei ©erljöltniffe: 
a c . b c ad c d ab d b 

ad ' b d ’ ab c b ’ a c ' d c 

nehmen, worin berfelbe ©unft a luccefftoe mit ben brei folgenben 
b, c, d »erbunben ober conjugirt ifi, fo bat ft<t nur brei 
oerfcti ebene ©erljältniffe unb ifyre brei inoerfen ober reciprofen: 
ad b d ab c b a c d c 

a c b c 3 ad ' cd ’ ab ' db 

bilben laffen. — 

SBenn in 3ufunft non brei anfiarmoniftten ©erlfÄltniffen »on 
»ier fünften bie Diebe ifi, fo finb. immer bie brei ©er&dltniffe ge* 
meint, Weldje, wie oben, burdf bie fuccefft»e ©erbinbung beffelben 
©unfteö mit ben brei übrigen gebilbet werben. — 

§. 8. 3n welker Drbnung bie »ier ©unfte a, b, c, d 
autt auf einanber folgen mögen, immer finb jwei ifjret 
brei antarmonifften ©ert&ltniffe pofiti», unb baö br.itte 
ifi negatitt. — 
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(Srfie 9lbt$*ilung. 

$ictt>im uberjeugt man ft<$ feidjt. SJenn j. 33 . bie vierfßunfte 
in ber ßtbnung a , b, c, d auf einanber folgen, fo ift baß erfte 
nn^armonif^e Serb&ltnif pofitiv, baß »weite negativ unb baß 
b ritte toieber po fitiv. 

Sei ber Unterfudjung bet (Sigenföaften » weier ©^fleme von 
»fer fünften, beten an&atmoniföe Serfjdltniffe gleich ftnb, werben 
»it oft alle btei anfjarmonifc&e Serljältniffe inSetra^t gieren muffen; 
gHein gewöhnlich werben wit nur ein einjigeß betfeiben ju betrauten 
haben. — 

S. 9. Aufgabe. - SBenn baß antjarmonifdje Ser» 

• b&iintjM von t> i er fßunften 
unb bie Sgge von brei ber» 
felben gegeben ift, bie beß 
vierten 3 U finben.— 

\ 2 tu f löfun 0 . — @ß feien 

c _ a,b, c,d bi« vier Sunfte , beren 
anfjatmonifcljeß Serbältnijj: 

a c b c 
ad ’ b d * 

ift , WO X eine pofitive, ober negative ©rtifje bebeutet, 
unb wovon b ber Sage nadj befiimmt Werben foK, wenn a,c,d 
gegeben finb. — 3)urcf> ben Sunft a jief)e man eine beliebige 
(Serabe, auf weiter man jwei Segmente aa, au ' fo nimmt, bafi 
aa:aa' = A ifi, unb »war auf ber fei ben Seite, ober auf entgegen» 
gefegten ©eiten von a, jenachbem X pofitiv, ober negativ ift. 
ferner jielje man bie beiben ©eraben ae, a'd unb burd) ben 
fDurthfönittßbunft S berfelben eine fßaraflele ju aa; fo beftimmt 
biefe parallele ben gefuchten fßunft b. — 3 )enn bie äfjnlic^en 
$reietfe *ac,Gba geben: 

a c aa 

b~e ~ b~8’ 

unb bie 3)reie<fe a'ad,6bd geben: 

ad aa' 

bd~~ Fe-’ 
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®i»ibitt «tan biefe beiben ©lei^^cUert in einnnbet, fo matt : 

a c t b_c om_ ^ 

ad ' b d aa‘ 

roorauö erhellet, bafi bet fo befümmte $unft b ber gefugte ift. — 
Sermittelft btefer (Sonftruction fann man aud) einen bet beiben 
fünfte c, d befiimmen; benn foß 3. 33. ber tßunft c befiimmt 
Werben, fo jiefje man burdj ben fßunft b bie «Parallele JU «a, Wel$e 
bie ©etabe a'd in einem fünfte S trifft, unb bie ©erabe <*(? gibt 
ben fßunft c. 

SBenn ber «punft a befiimmt werben fotl , fo fcfjreibt man ben 
Sfu«brucf beö anfjarmonif^en 93erf)ättniffe0 fo: 

b d > a_d ^ 

b c ' a c 

unb macht bie (Sonfituetion wie oor^in, inbem man ben «Punft b 
für a fubfiituirt ; b. f). man nimmt auf einer burch ben ipunft b 
gejogenen ©eraben jwei Segmente, welche in bem 33ert)ältniffe 
liehen, Je. 

§. 10. 2>ie oorbergebenbe ßonjiruetiön ift immer möglich, wa$ 
für einen pofttioen, ober negativen SBertf) bie ©röjje A auch haben 
mag; e$ giebt aber brei befonbere gAUe,' in wetdjen ber gefudjte 
sp U nft mit einem ber brei gegebenen fünfte jufammenfADt. — (S0 
feien a,b ,c bie gegebenen fünfte unb d bet gefuchte tßunft. 

1) SBenn A = 0 ifi, fo ifl ac . bd = 0 , unb ber«pttnft d fdtlt 

mit bem fünfte b jufammen. — 

2) SBenn A = ab ifi, fo ift ad.bc*= 0, unb ber «Punft d 

fällt mit a jufammen, — 

3) SBenn A = + t ifi, fo muh^ = ^fein, 
d mit c jufammenfaUen. — 

2>a0 anharmonifche S3crhaltnih oon »ier öerfchiebenett 
fünften fann alfo weber=+l, noch = cd, noch = Ö fein} 
aber e« fann jeben anbern pofitioen, ober negatioen • 
SBerth ^ben. — 

SBenn b«0 in Siebe fteljenbe 33erfjälttti$ =— 1 ifV fo .fagt 
man: bie »ier fünfte ftnb im h«t»«onifehen 23 er f) & t fcn » ^ , unb 
eö finben al<3bann jwifchen ihnen «ergebene «Relationen fiatt, wo* 
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<8rfte 'Ubtbtilung. 


»on meutere in bet ©eometrie »on bob« äBicbtigfeit ftnb , unb 
fpäter ndfjer erörtert »erben foBen. — 


§. 11. Oeomettifctje (Sigen* 
fdjaften be« anbarmonifcben 93er* 
b&ltniffeö. — 2öenn man oon 
bemfefben tßunftt Ö au« butt!) 
»iet tn gcraber Sin ie liegenbe 
fünfte a, b, c, d »iet ®erabe 
A, B, C, D jieljt, fo ifl baö an* 
barmonifdje SBerbältni# biefer 
©etaben bem jener fünfte numerifdj gleich unb »on ben* 
felben 3 e * ( h en * — 



X>enn in ben beiben 2>reie<fen aOc,aOd bat man: 


sinaOc ac 

sin a O d _ 

a d 

sin c 

aO ’ 

sin d 

ÖÖ * 

folglich : 

»ina Oc 

a c sine 



sina Od 

a d ' sind ’ 


unb ebenfo : 

sinb Oc 

b c sin c 



sinbOd 

bd ' sind 

> 

alfo enbiicb: 




sinaOc 

sinb Oc 

ac bc 



tinaOd ' s inbOd ad ' bd ’ 


unb biefe ©leidjljeit finbet offenbar nicht blo« in Sejiebung auf 
bie 3<*lM<nn>ertbe, fonbern auch binf^tiicb ber 3*i<f>en ^att 
(S. 1 u. 8- 5). goiglicb i£. 

8. 12. 3i<ljt man burdb baffelbe 8üfdjel« jmei ©efantcn 
ober Ütan«»erfa[en, beren IDurdjfdjnittöpunfte m it feinen ©trabten 
tefp. a, b, c, d unb a‘, b', c‘, d‘ finbj fo folgt au« bem. lebten 
©afce offenbar, bafj man fomobi in $inftcbt be« 3«^f««W>ertfie6, 
a(« be« 3ei$en« bie ®ltict)b«it bat: 

. * ac * bc a‘ c' b‘ c‘ 

(a) ad 1 Td' ~ Jd' : bV" * 
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Xbeorie b c a anbarmoniftpen SSerp ältniffe«. 9 

unb biefelbe gilt offenbar au<b nodj, wenn bie »ier Strablm be« 
Süfdjel« ju einanber parallel werben. — 

8. 13. 25a bie Sefanten ober Dranöoerfalen beliebige 9?ic^* 
tungen Ijaben fönnen, fo fann jebe berfelben ju einem Strahle be« 
SBüfdjel« parallel fein, in weldjem gaUe ftd) ba« anbarmonifcbe 
SBerb&ltniß »ereinfacpt unb ftcb auf ein einfache« 93erbältniß 
jweier Segmente rebucirt. — 

Sffiirb j. SB. bie erfle Sefante ju B parallel, fo rücft ber SJlunft 

J> in« Unenblicbe, e« wirb- r - r = 1, ba« anbannonifdje 93er* 

b d 

bbltniß ber »ier fßunfte a, b. c, d rebucirt ftd) auf , unb man 

a d 

l)at bie ©leidjbeit: 

ac a'c' b' c' 

ad ' ~ ~VdT : b'd' * 

Desgleichen, wenn bie jweite Dran«»erfale ju ber ©eraben D 
parallel wirb, fo rebucirt ficf? ba« anbarmonifcbe g3erf>ältni^ ber 
»ier Sßunfte a', b‘, c‘, d \ wooon ber lepte jtd> in« Unenblidje 

CL* C* 

entfernt, auf ---; unb man bat: 

0 er 

ac a'c 1 - 

ad ~ b'c' ' 

Sffienn beibe Dran«»etfalen ju bentfelben Strahle, etwa D, 
alfo aud) unter fiel) parallel ftnb; fo Werben fte proportionel 
geteilt, fo baß man bat: 

ac :bc = a' c' : b'c' ; 

alfo auch: 

ac — bc: bc = a'c' — b'c' : b'c' , 

b. b. 

ab:bc = a'b' :b'c' , etc. 

wie au« ber 2lebnlid)feit ber Dteiecfe bireft folgt. — 

8- 13°. Die ©leidjung («) in 8 12 brücft ben Saß au«: 
9S3enn »ier fünfte in getaber Sinie liegen unb man 
utadjt ihre fJ3erfpefti»e auf eine ©bene, fo ift ba« anbar* 
monifdje 93erbÄHniß ber »ier SPunfte in bet 5Perfpefti»e 
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<5rfte H&tljtlltnig. 


bem bet »ier gegebenen fünfte gleich — ober ffitjet: »enn 
mann »on »ier in geraber Sinie Iiegenben fünften bie 
perfpefttoifiljt fjirojeftion mad>t, .fo wirb ihr anlfarmo* 
nifc&e« fBerljältniß baburdj nicht geänbert. — 

1 13*. SB enn »ier (Ebene nA,B, C, D burd? biefelbe ®erabe 
gehen, fo »erben ffe »on einet jeben $ran«»erfa (ebene 
nach »iet ©eraben gefchnitten, beten anhatmonlfche« 
iBerhältnifj bem bet »ier (Ebenen fietd gleich ifi. — 

35enn ifi bie Jran«»ertalebene auf bet gemeinföaftlföen Durch* 
fönitt«linie bet »irr (Ebenen f entrecht, fo »erfleht ftch bet Safr 
»on felbfi, »ei! bie fffiinfel, »eldje bie Durchfönittlinien a , b, c, d 
ber »iet Ebenen mit bet $ran«»erfalebene unter fid) bilben, bie 
SBinfel, »eld)e bie (Ebenen mit einanber bilben, meffen — unb ift 
bie DranSoenalebene fchief gegen bie gemeinföaftlföe Durdjfönitt«* 
linie bet »ier (Ebenen; fo föneiben ihre Durdjfönittölinien a‘, b‘,c‘, d‘ 
mit biefert (Ebenen bie »iet DurchfönittSlinien a, b, c, d mit ber 
9?ormalebene offenbar in »iet in geraber Srnie Uegenben fßunften 
a, Y> ö, beten anljarmoniföe« Sßerfjattnif fo»of)l bem »on 
a', b', c', d‘, alö atfö bem »on a, b, c, d glefö ifi (§. 11), unb 
mithin ifi auch baö anharmoniföe 93er^dltni# »on a, 6, e, d bem 
»on A, B,\ C, D gleich. , 

SBenn bie »iet (Ebenen »on einer ©eraben gefchnitten 
»erben, fo ifi ba« anharmonifdje 93erf)ältnifj bet »iet 
Durchfdjnittöpunfte a,G,y,8 bem ber »iet (Ebenen 'gleich- 
Denn legt man butch bie ©erabe eine beliebige DrandoerfaU 
ebene, fo ifi ba« anharmoniföe IBerhältniß iferer »iet Durdjfönitt«* 
(inien a', b', c', d‘ mit ben »iet (Ebenen, nach ben »othin Se»iefenen, 
bem biefer ©bene A,B,C,D unb nach §. 11 aud) bem bet »iet 
fünfte u,G,y,8 gleich; folglich ifi ba« anharmoniföe Serljältnifj 
»on a, G, y, 8 bem »on A, B, C, D gfefö. — 

Die beiben lebten Sähe ftttben offenbar audj nod) ßatt, *»enn 
bie »iet (Ebenen A,B,C,D parallel ftnb. — 

§. 14. SBenn jwiföen ben auf betfelben ©erabe genommenen 
Sängen, «Segmenten ober Strecfen eine foföe Relation jiattftnbet, 
baß burdj (Einführung »on Serljältniffen »on Segmenten, bie »on 
einem auf berfelben ©eraben in unenblidfer (Entfernung üegenben 
fünfte an« gejählt »erben, äße ©liebet biefer Welatlon nur an< 
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barmonifcbe 83erbältniffe unb con fia nte Soeffictenten entbal* 
ten; fo finbet biefelbe Relation nadj $. 11 audj jwifdjen ben ©inuffen 
berSBinfel fiatt, welche bie »on irgenb einem fünfte außerhalb ber 
©eraben nad) allen fünften ber gigur, mit Einfdjlujj beö in un* 
enblidjer Entfernung liegenben, gejogenen ©eraben ober Strahlen 
mit einanber biiben. — 

©iefelbe Relation finbet aud) jWifcben ben 25urd?fcbnitt8bunften 
biefet lebten ©eraben mit irgenb einer 2tan$»erfale flatt. — 

Setradjten mir j. iB. bret in geraber Sinie liegenben fünfte 
a‘,b‘,c', jtoifdjen melden bie Relation: 

a < u + b'c' + c' a' = 0 

flatlfinbet (§. 2); fo fann man biefelbe fo einridjten, bafj fie nur 
an^armonif^e SJer^äl tniffe enthält. 2>enn fdjreibt man bie» 
felbe fo: 

a' c‘‘ c' b‘ . 

~Vv ^ a‘b‘ 

unb füljrt einen unenblicb weit entfernten Ißunft d‘ ein, fo bafj 
•^ 7 = 1 unb ^- = 1 ‘1*5 f® fann man aueb fe&en: 

af c‘ ' d' c‘ . a! d‘ ' c' d‘ . 
a' b r ; TV + a' b‘ : Tb r ~ 1 * 

35a biefe le$tc Relation nur anb<ttmonif<be 2?er^&ltniffe 
unb confiante Eoefficicnten enthält, weld)e feiet = 1 ftnb; fo. finbet 
fie aud) jwifdjen ben ©muffen ber SBinfef fiatt, we!dje »ier non 
bemfelben fünfte nach ben »ier Ißunften a', V, c‘, d‘ gejogene ©traf)» 
len A,B, C,D mit einanber biiben, fo wie jWifdfen ben »ier ©eg* 
menten, bie jroifdjen ben vier 3>urdfefefenittöpunften a, b, c, d biefer 
©tragen mit einet beliebigen £rane»erfale Hegen (§. 11 u. §.12)- 
§. 15. 993 e n n »ier fünfte a,b,c,d auf berfelben ©era* 
ben gegeben finb, fo bat man jwtfcben ben fe efeö ©egmen* 
ten, welche burd? je jwei biefer fünfte begreif werben, 
mit Söerücfficbtigung ber 3etdjett bie Sielation: 

(1) ab. ed-\- ac. dh-\- ad.be — 0. 

3>ettn bioibirt man biefe ©leiefefeeit burd) ab. cd, fo ift: 


,n. ££_ . de . ad cd 

ab ' db ' ab ' cb 

Siebt man ferner bureb benfelben ißunft O bie »ier ©eraben 
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Oa, Ob, Oc, Od, unb burdjfdjneibet bie brei erften mit einer ju bet 
vierten Öd parallelen $ran«Verfafe; fo ^at man, Wenn a‘, b‘, c' 
bie $urcljfd}nitt«punfte ftnb (§. 13): 

a c t de a 1 c‘ o d / cd c‘ b‘ 

ab ' db a‘ b' ’ ab ' cb a' b‘ 

35ur($ Subjtitution biefer SBertlje wirb bie ®leidjf)eit (2); 
a'c' . c‘b‘ 
a'b' a'b' ~ 1 ' 

folglich: 

a‘ c‘ -f- c‘ b‘ = a' b' ober a' b' -f- b‘ c‘ -f- c' a ' = 0, 
unb ba nadj §. 2 biefe le^te ©leic^^cit allgemein gültig ift, fo ift 
e« audj bie Relation (1). — *) 

2) ie Relation (1) wirb gebilbet, wenn man bie ©lieber ber 
für bie brei fünfte b,c,d ftattfinbenben 3bentitüt bc-\-cd-\- db 
= 0 refp. ad,ab,ac multiplicirt. — 

Sltan fann bemetfen: bajj von ben brei in ber Relation (1) 
vorfommenben 9?ecJ)tecfen ober fßrobuften ba« eine ( ac.db ) au« 
jwei Segmenten befielt, welche jum üfjeil jufammenfallen, ba« jweite 
(ab. cd) au« jwei Segmenten, welche fein gemeinfcpaftlidjeö Stürf 
paben, unb ba« brüte (ad.be) au« jwei Segmenten, wovon ba« 
eine ganj auf bem anbern liegt. — 

3) ie ©leitpffeit (1) brürft alfo au«: bafj ber S^^lfnwertp 
be« erflen SlecJjtecfe« ober *J3robuf te ö berSumine betSnfc 
lenwertlje ber beiben anbern 9fed)tecfe ober Qjrobufte 
gleicp ij). - 

§. 16. Sßenn vier ®etabe A,B,C,D burd) benfelben 
ißunft gef)en, fo finbet jwifepen ben Sinuffen ber SBinfel, 
welche fie paarweife mit einanber bilben, biefelbe fRela* 
tion fiat t, wie jwifdjen ben fedj« Segmenten, Welche von 


*) ®an bat unmtttrfbnr: 

ac . bd = (ab 4- bc) (bc -(- cd) 

= (ab -+• bc -}- c d) bc -f- ab . cd 


alfo: 


= ad . bc ab . cd ; 
ab ,cd-\-ac. db -f- <*d . bc = 0 . 
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»ier in gerabet 8 in te liegenben fünften beftimmt wer* 
ben, nümlidj: 

(!') sin ( A,B)sin (C,D)-{-sin ( A,C)sin ( D,B)-\-sin ( A,D)sin{B , Cf). 
CDenn biefe ©leidjljeit fann fo getrieben werben: 

»in (A, C ) t sin (D, C) . sin (A, D) _ sin (C, D ) . 

- ' sin ( A , B) * sin {D, B) sin (A, B) ’ sin (C, B) ' 

unb wenn man eine Sranöoerfale jieijt, welche bie »ier ©eraben A, 
B,C,D in ben »ier fünften a,b,c,d fctyneibet; fo Ijat man für 

biefe fünfte bie ^Relation (2), woran« nad) §. 11 bie Relation (2') 

folgt; alfo audj au« (1) bie Relation (!')• — 


§. 17. Slufgabe. — SBenn ein u «t f t m einer ©eraben 
burcb baö IBerij&ltnifi feiner Slbfiänbe »on jwei fefien 
fünften a',b‘ biefer ©eraben beftimmt ifl, ba« 93er ^ dl t* 
nifj feiner Slbftünbe »on jwei anbern fünften a,b berfel* 
ben al«gunftion be« erften 93er^dltniffeö auöjubtütfen. — 

2luflöfung. — gür bie »ier fünfte a,b,a',m f)at man nad) 
§ 15 bie ^Relation: 

ab . a' m-\- aa' . mb am . ba' = 0, 

worau« folgt: 


(3) 


am 

hm 


aa' , ab a'm 
ba' ' a'b ’ bm 


©benfo fiat man für bie »ier fünfte a',bjb',m bie ^Relation: 


a'b . b'm -}- a'b' .m6-f a'm . bb' = 0, 


worau« folgt: 

( 4 ) 


bm 
a' m 


bb' . a'b 
a'b' + l^V 


b'm 
a'm ’ 


unb enblid), wenn man in (3) fubflituirt: 


(5) 


am 

bm 


ab 

aa' , a'b 

bb' a'b b'm 

a'b' + a'b' ' a'm ’ 


al« bie gefügte gunftion. ~ 

§ 18. 9Benn man »on bemfelben fünfte Ö nadj ben fünften 
a,b,a',b',m bie ©eraben A,B,C,D,M. jir^t, fo fann man für bie 
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(St jt t 5l6tbellung. 


in ben ®leid$eiten (3), (4), (5) »orfommenben Segmente Me 6U 
nuffe ber entfpredjenben Söinfel fc^cn, tuoburdj man bi« analogen 
goimeln erhält: 

sin (A, M) _ sin (A, A‘) . sm(A,B) sin (A‘, M ) 

sin (B, M) ~ sin(B,A‘) *' tin(A',B) ' sin (B, M) * 

sin (B, Jf) _ sin (B, &') (sinA‘,B) sin(B',M) 

sin(A',M) sin (A‘,B‘) sin (A% B 1 ) ' sin(A',M) ’ 

«in (A, M) __ sin (A, A‘) 
i ; sin (B, M) sin (B, A‘) X 

sin (A, B) 

Sin {A‘ ,B) - 

sin(B, B'\ , sin {A‘ , B) sin (B‘, M) 

■ . sin (A‘,B ' ) sin (A ,B r ) ' sin {A‘, M): " , 

§. 19. SBenn man auf einem ffreiöumfange »ier fünfte 
a, b, c, d nimmt, fo finbet jroif^en ben Sinuffen ber fed)3 
Sogen, ober ber falben Sogen, roefetye jmif^en je jroei 
biefer »ier «.fünfte liegen, eine &fjnlid)e Relation ftatt, 
Wie bie «Relation (1) jmiföen ben Segmenten einer @e- 
raben; b. fj. man f)at: 

sin a b . sin cd sin a c . sin d b -f* «in a d . sin b c = 0 , 

unb: 

sin ^ ab . sin % cd + sin £ ac . sin % db -j- sin % ad. sin £ bc — 0. 

2>ie 5Ricf)tigfeit ber erffen Relation erftellet fofort, wenn man 
fiel) »om SRittelpunfte unb bie ber jnmten, wenn man ftd) »on it* 
genb einem «fünfte beö Umfangeö be$ ffreifeö burd? bie »ier ff unfte 
a,b,c,d Strahlen gejogen benlt (§. 16). 

§. 20. «Relationen, tPeldje jroifdjen ben brei anfjarmo* 
nif^en Serfjältniffen eine« ©pfiemeö »on »ier «fünften, 
ober »on »ier ©eraben flattf inben. — 2>ie brei anfjarmonifcfyen 
ySerfjÄltniffe eines ©pfleme« »on »ier in getaber Sinie liegenben 
fünften a, b,c,d ftnb (*. 7): 

ac . bc ad _ cd ab db 

°d bd ab cb ’ a c ' de ’ 

if)r «frobuft ift = — 1, unb e$ ftnben jwtfdjen je jwei bet fe Iben 
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febr einfache ©ejiebungen jiatt,. welche ftdj au« bet jwifdjen ben »ier 
fünften flattfinbenben Relation: 

ab.cd-\-ac.db-\-ad.bc = 0 

ergeben, wenn man fie fucceffwe bimJj jebeö ihrer brei ©Heber bi»i* 
birt. 2M»ibirt man mit ad.bc, fo erhält man: 
ab > cb ac 

ad ' cd dd 

ober: 


: -R + '=» 


1 


2« ©erb- 
2luf biefe SBeife erbält man: 

1 


— 1* ©erb. + 1=0. 


2*'. ©erb- 

1 

3« ©erb- 
1 


= 1 — 1»* ©erb- 
= 1 — 2« ©erb- 
= 1—3« ©erb- 


1»* ©erb- 

2Benn alfo ein« ber bret anbarmonifdjen ©erbältnijfe gegeben ift, 
fo geben bie »orbergebenbeit Relationen bie SBertbe bet beiben an* 
bern, unb man bat j. 8. für bad jweite unb britt« anbarmoni^ 
fcbe ©erbättnifi alö gunftionen beö erften: 

2«» ©erb. = 

o,m Sn$- — 1 

3 ©erb im © er t). ’ 

3)ie oorbergebenben Relationen gelten offenbar auch »on ben 
anb«rmonifcben ©erbältniffen eine« ©üfdjelf »on »ier ©era* 
ben (§. 11). 

§. 21. Reuet Slufrbrurf beö anbarmtfnifcben ©erbält» 
niffeö »on »ier ißunfteir, ober »ier ©Traben.— 2>aö an* 
batmonifcbe ©erbältnifj »on frier ißunften a , b, c, d fann auf einen 
SluGbtucf gebracht werben, worin ein auf berfelben ©eraben genom* 
mener fünfter willfürlicbet Ißunft m »orfommt. 33enn man 
fann fefcen: 

, bc db , cb / db mb\ / c6 . mb 


ac 

ad 


bd 


da 


ca 


\da 


mb \ / cb t mb \ 

ma J ’ \ca ' ma )’ 
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ober: 


9?un fjat man aber für bie vier Jßunfte a,b,d,m bie SHelation: 


db . ma 




ab .md 


d a . mb ad . mb 3 

unb ebenfo für bie oier fünfte a,b, c,m bie Relation: 
cb . ma . ab . mc 


folglich ; 

CO 


ca . mb 


= I 


ac .mb 3 
ab . md mb 


md 


>4, 


ad 


bc 

~bd~ 


a d . mb 


ab 


ad 


1 


ab . mc 
ac .mb 


mb 

ab 


mc 

ac 


wirb 


( 2 ) 


MV» »f» Vf U 1/ W V 

Stimmt man ben l)3unft m in unenblidjer (Entfernung an, fo 
md 


= ine _ ^ un ^ man ^ at; 


mb 


mb 


ac 

ad 


bc 

Td 


1 

1 

ab 

ad 

1 

i_’ 


ab 


ac 


ein neuer Huflbrucf be« anfjarmomt'd)en 93erljäftniffe$ »on »ierlßunf* 
ten, worin blo« bie 2lbfiänbe eineö berfetben oon ben brei übrigen 
»orfommen. 

§ 22. gfür bie brei Segmente mb,mc,md fann man bie aud 
ben fünften b, c, d auf eine beliebige ©erabe gefüllten Ißerpenbifel 
fefcen. Denn Wenn man annimmt, bafi m im Durefy'cfmittSpunfte 
biefer ©eraben unb ber ©eraben ab liegt, fo flnb bie 5J3erpenbifel, 
weli^e mit G,y, ö bejeidjnet werben mögen, ben Slbfdjnitten mb, 
mc, md proportional, unb ber Sluöbtucf beS anljarmonifcijen sß e t» 
bültniffed wirb: 


( 3 ) 


■ Jf 

ac 

ad 


bc 

~bd 


ß 

ab 


ad 


e 

ab 


y_ 

a c 


§. 23. Die ©leidet (1) fann auf bie Sorm: 


ac 

ad 


bc 

bd 


1 — 


ab 

ad 


mb 

md 


1 — 


ab 

ac 


mb 
m c 
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gebraut werben, unb ba fte nur nodj anljatmonifdje 95 er tt* 
nifft entölt; fo folgt: bafi fte aud) auf bie ©inuffe ber Sßinfel 
eine« 93üfd)e(ö »on fünf ©tragen A, B, C, D, M anwenbbar ifi, unb 
baö anljatmonifdje 33er()ä!tnifj ber »ier ©eraben A,B,C,D ftdjfot« 
genbermajjen auöbrücfen lÜfit: 

sin (M, E) sin (M, D) 

. .. sin (A, C) ' sin (B, C ) sin (A, B) sin (A, D) 

sin (A, Z)) ’ sin (B, D) sin (M, B) sin {M, C) ' 

. • sin (A, B) sin (A, C) 


n>o bie ©erabe M ganj willfiirlicfe ifi. — 
SBenn M auf A fenfredjt ift, fo ift: 


sin (M,B) — cos C A,B'), 


sin (M, B) 
sin ( A , B) 


cos C A,B~) 
sin ( A, B) 


cotg (A, B), etc. 


:-}■ 


unb baö anffatmonifdfe 23erfjäftnifj ber »ier ©eraben fjat jum 2luö» 
brucf: 

sin CA, Q sin(_B,C') cotg(A,B) — cotg(,A,D~) 

^ sin CA, 2» : sin CB,D) ~ cotg ( A,B ) — cotg (A, C) 3 

worin bloö bie SBinfel »orfommen, welche eine ber »ier ©eraben 
mit ben brci anbern madjt. — ■ 

§. 24. ©igenfdjaften jweiet ©tyfieme »on »ier fßunF* 
ten. — SBenn jWei ©tyfieme »on »ier fünften a,b,c,d unb 
a',b',c',d! auf jwei »erfd)iebenen ©eraben liegen unb ein» 
anber paarweife entfpredfen, fo bafj ein anljarmonifdjeö 
93ert)ättnifj beö erften ©pfiemeö einem anf)armonifdjen 
93ert)Ältniffe beö anbern gieidj ifl; fo finb aud) bie beiben 
anbern anfjarmonifdjen 93er(jältniffe beö erften ©pftemeö 
refp. ben beiben anbern antjarmonifdjen SSerljültniffen 
beö jweiten ©pfiemeö gleid). 

$iefe ©teidjljeit fofgt auö bem Stuöbrucfe beö jweiten unb 
britten anfyarmonifcffen 33erf)ä(tniffeö aiö gunftion beö erften (§. 20). 
3ebe bet brei (Steifheiten: 


ac 

bc 

♦ 

a'c‘ 

b'c' 

a d 

' bd 

~ ~Vd r : 

b‘d‘ * 

ad 

cd 

a'd‘ 

c!d‘ 

ab 

c b 

a‘b 1 ‘ 

c‘b‘ 3 


9f«m ®eometrie. 2 
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ab db a'b' <tb‘ 


ac ’ de a' c' ’ d‘ c' 

ßai alfo bie beiben anbetn jut golge. — 

§. 25. SBenn auf jwei oerfdjiebenen ©etaben jwei 
Shfieme oon oiet ißunften a,b, 
c, d unba', b', c‘, d‘ liegen, bie ein« 
anber paatweife entfptedjen unb 
gleite anharmonifche SSer^dlt* 
niffe geben, unb man legt bie 
beiben ©etaben fo, baß jwei 
homoIoge*Bunfte, etwa a,a‘, ju# 
fammenfallen; fo gehen bie brei 



©etaben, welche 'bie b tei anbetn fünfte bed etfien Sß< 
fiemd mit ben btei homologen bed jweiten oerhinben, 
burd) benfelben fßunft S. 

$enn ed fei S ber CDurdbfc^tt ütd^unft bet beiben SJetbinbungd* 
linien 6b', cc' unb d" bet fßunft, Worin bie ©etabe Sd bie ®e* 
tabe ab' trifft; fo ifi bad anharmonifche ffierhältnif bet oiet fünfte 
a,b,c,d bem ber oiet fünfte a, b‘,c', d“ gleich (§. 12), unb nach 
ber 93otaudfefcung auch g(eid) bem ber Oiet fünfte a, b', c‘, d‘. 
SJlitbin faüen bie beiben fßunfte d', d" jufammen, unb folglich fleh* 
auch bie ©erabe dd' burch ben fßunft S. — 

2)iefet feht einfache Sah Wirb in bet golge ^dufig angewanbt 
werben, unb gibt auch einen bireften Seweid bed Safccd in §.24. 
5)enn ba bie brei ©etaben bb‘,cc',dd‘ burch benfelben fßunft S 
gehen, fo fann man bie beiben ©etaben ab cd, ab' c'df ald jwei 
JJrandoerfalen betrachten, welche baffelbe SSüfchel bet oiet ©etaben 
8a, Sb, Sc, Sd butdjfdjneiben; unb folglich ifi bad anhatmonifdje 
SSerhöltnih bet Oiet fünfte a, b, c, d, wie man ed auch hüben mag, 
immer bem ber oiet fünfte a', V, c', d‘ gleich (§. 12). 

§. 26. SBenn jwei Shfleme oon oietfßunften a,b,c,d 
unb a‘,b',c',d', weiche einanber paatweife entfbtedjen, 
gleiche anharmonifche 93er^dltniffe haben; fo fännen bie 
fünfte bed jweiten Sßfiemed benen bed etfien nodj in 
btei anbetn äufeinanberfolgen entfbredfen, ohne bafibie 
©ieibhhtÜ bet anljarmonifchen SJerhiltniffe aufhört. — 

2)enn nach bet Sotaudfefcung hat man bie ©leidfheit: 
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/ 

/4 ^ ac bc a'c' . b'c 1 

(U ad ' bd ~ a'd ' ’’ b' d' ’ 

meiere auch auf folgenbe brei Sitten gefdjrieben »erben fann: 


(2) 

ac 

bc 

b'd' 

a'd 1 

ad 

bd 

~ 6V # 

a'c' ’ 

(3) 

ac 

bc 

c*a! 

d'a' 

ad 

bd 

— c'b ' ' 

d'b' 

(4) 

ac 

bc 

d‘b' 

c'b' 

ad 

* bd 

~ d'a' * 

c'a' 


unb biefe oier ©Iridjfjeiten brücfen au«: bah ben Bier fünften a, b, 
c, d fuccefftoe bie eiet fünfte a‘ ,b‘ , c‘ , df ; b‘,a',d',c‘ ;c‘.df,a‘,b‘ ; 
d',\c', b' } a‘ entfprechen , »oburch bet Safc be»iefen ifi. — 

§. 27. ©igenfehaften j»eiet Süffel Bon Bier ©eta* 
ben. — ffienn j»ei Süfdjel Bon eiet ®eraben, n>etd>e 
einanber paatttmfe entfpredjen, fo befdjaffen finb, bahein 
anfjarnton i f cf> c d 33erf)d(tni# beö erfien bem enttyrechenben 
be« j»elten gleich ift; fo finb auch bie beiben anbern an* 
batmonifchen «8 er^ältni ffe be« erfien Süffel« ben ent* 
fprecjjenben be« jn> eiten gleich- — 

Denn burd? ein« bet btei anharmonifchen S3erf)d(tnifft ftnb 
auch bie beiben anbetn benimmt (§. 20). 

8. 28. Sßenn }»ei Sifchel Bon Biet ©eraben Oa,Öb. 

Oe, Od unb 0 , a,0‘b,0‘c, 
O'd, »eiche einanber 
paar»elfe entfpredjen, 
gleite anljarmonifche 
SSerhÄltnlffe haben, unb 
fo liegen, bah i»ei ent* 
fptechenbe ©etabe Oa, 
O’a in biefelbeSRichtung 

fallen; fo treffen bie btei anbern ©eraben be« erjlen 
Süfchel« bie entfprechenben beö jtt>eiten in btei fßunften 
b,c,d, »eiche in getabet 2 in ie liegen. — 

$enn jiel)t man bie ©erabe bc, »eiche Ö0‘ in a trifft, unb 
bejeichnen 5, ä' bie fünfte, »o jie bie ©eraben 0d,0'd fdjneibet; 
fo ift baö anharmonifche Serbäftnih bet Biet fünfte a,b,c,ö bem 

2 * 
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bet »iet fünfte a,b,c,8' gleich, mithin fallen bie fünfte 8,8 ' ju* 
fammen, unb folglidb fcbneiben ftd) bie ©etaben 0d,0‘d auf bet 
©etaben bc. • • ■j 

liefet ©a$ wirb und in bet geige febr nüfclicb fein, unb lie< 
fett einen biteften Seweid bed ©afced in 8. 27. 2)<nn ba bie 
»iet fünfte a,b,c,d in gerabet 8inie liegen, fo ifl ibr anbar* 
monifdjcd ©erbältnijj, wie man ed aud) bilben mag, immer ben 
entfpreebenben anbarmonifeben 93erb&Itniffen bet beiben ©üftbel 
gleich, unb folglich muffen biefe unter ftd) gleich fein. — 

§. 29. SBenn jwel Süffel »on »ier ©etaben, A,B,C, 
Dunb A‘, B‘, C, D‘, welche einanber paarweife entfptedjen, 
gleite anbarmonifcb e 93erf>ältniffe ^ a f>en; fo fönnen bie 
©etaben bed jweiten 93üft^e(d benen bed erflen auch noch 
in btei anbetn Slufeinanberfolgen entfptedpen, ohne bafi 
bie ©leicbbeit bet anbarmonifd)en 93 er § Ä 1 1 ni ffe gehört 
»itb. — 

3)et ©eweid ifl ganj berfelbe, wie bet in 8- 26. 

liefet ©ab unb bet in 8- 26 wirb häufig angewanbt bei bem . 
Seweife anbeter ©ä&e. — 

8. 30. Sludbtüde bet ©leid)beit bet anbarmonifeben 
93erb&ltniffe jweiet ©bfieme »on »ier fünften. — (Sd feien 
a, b, c, d unb a‘, b‘, c‘, d' bie beiben ©pßeme »on »ier fünften, fo 
wirb bie ©leiebbeit ih«* anbatmonifeben ©etbiltniffe butd) eine bet 
jweigliebtigen ©leiebungen: 

ac bc a‘c‘ _ b'c‘ 

HT : bd VdT : ~TT’ 

ad t cd a'd' , c' d' 

ab ' cb a'b' ’ c'b' ’ 

ab db a'b' t d'b' 

ac de a'c‘ ’ d'c' 

audgebrtidt. — 

2>ie jweiten ^^eile tiefer ©leidjungen ftnb bie anbarmonifdjen 
ffletbältniffe bed jweiten ©pflemed a'b'c' d', unb nach 8- 20 ifl: 



1** anb- ©erb- = 1 


1 

2** anb. ©erb- ’ 
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2'“ anlj. ffierfi. = 1 — 
3 tM an$. SBer^. =• 1 — 


3*** anl}. SBct$. ’ 

1 

t ; ; «nf>. SBerl). 

hiernach ge$en bi« ®iei<$ungen (1) in bie foigenben bteiglie* 
brigen über: 


( 2 ) 


/ ac 

bc 

+ 

a'b' 


= 1 , 

l ad 

Öd 

a'd' 

* c'd' 

ad 

cd 

+ 

a'c' 

d'c' 

= 1 , 

j ~äb~ : 

cb 

a'b' 

' d'b' 

I ab t 

db 

+ 

a' d' 

b'd' 

-= 1 , 

\ ac 

de 

a'c' 

* b'c' 

oft angemanbt werben. 



■ 



2Bcnn man auf ber ©eraben a'b' einen wilifürli^enfßunft 
m' annimmt, fo fann man bie ©ieictyijeit jweier anljarmonifdjet 
IBer^&Itniffe burdj bie ©ieidjung: 


1 

i 

m'b' 

m'd' 

ab 

ad 

a‘ b' 

a'd' 

1 

1 

m'b' 

m'c' 

ab 

ac 

a'b' 

a'c' 


au«brü<fen (§. 21), Welker man bie einfachere gotm geben lann: 

»'&'/! 1\ mV/1 1\ wtf/1 1 0 , 

i'b' \ac ad) ‘ a'c' \ad ab) a'd' \ob ac ) ’’ 

cd , m' c' db 


«ii 

m'b‘ 


a‘b‘ ac. ad 

obet: 


, m'd' bc „ 

a'c' ‘ ad. ab ' a'd' ‘ ac.ab'~~ ‘ 


(3) ab. cd. 


m'b' 


a'b ' 


i mV . , , m'd _ 

4- ac. db. —r ~, — h ad.bc. ■ , . , ■ = 0. 
a cf ad 


SBenn man auf bet ©etaben ab einen willfätlidjen ißunlt 
m annimmt, fo $at man ebenfo: 

(30 a' b‘ . c'd' . a'c' . d'b' . — + a'd' . b'c' . ^ = 0. 
' ' ab 1 ac ad 

SEBenn man bie wiDfüriidjen !]3unlte m, m' in unenblidjer 
Entfernung annimmt, bie ©leicfjung (3) burcty mf d' unb bie ©lei* 
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<$ung (3') butdj md bi»ibirt; fo mirb 


m‘ b‘ 
m‘ d' 


mb mc 

md md 


md 

md 


= 1 , unb man Ijat: 


m'd' 


m'd' _ 
m'd' ~ 


( 4 ) 

( 4 ') 


ab . cd 


ac.db , ad.bc 


a'b' 

a‘ b ‘ . c' d' 
ab 


a‘ c' 

a'c'.d'b ' 
ac 


+ 


a'd' 
a'd'.b'c 1 


= 0 , 


ad 


■ 0 . 


3ebe biefer »ier ©leidjungen (3), (30, (4), (40 brücft bie ® l e i dj* 
^eit ber anljarmonifcßen SSer^äftniffe }»eiet «Externe »on »ierfßunf* 
ten au«. 

£>ie ©leidjung (3) Idßt ftd? aud> fo fdjteiben, baß fte nur an* 
fjarmonifdje 93cc^ Ä Itniffe enthält, ndmlidj: 

/ab _ cb \ / m‘b‘ _ a'b' \ , /a£ , bc \ /m'c' # a‘ c' \ . . 

\ad' cd)\m‘d' ' a' d' ) \ad’ bd) \m' d' ' a‘ d' ) ' 

unb baffelbe gilt »on bet ©leidjung (30- — 

§. 31. äuöbrücfe bet ©leidjljeit bet anljarmonifcßen 
©etßdltniffe gtt> e ier ©üftfcel »on »iet ©etaben. — 2>te 
©leidjljeit bet anljarmonifdjen SBerßdltniffe jmeiet Süffel »on »iet 
©etaben »itb offenbat burdj ä^nlit^e gormeln au«gebrücft, roie bie 
obigen, ndmlidj: 

... »in (A, C) . »in (B, C) sin(A‘, C) sin (B‘, C) 

W sin(A,D) 5 »in (B,D) sin(A',D ') '' sin{B , ,D')‘ 

sin (A, Cf) . »in (B, C) . sin(A',C ) _ sin (B‘, Cf) 

W sin{A,D ) : >in(B,D) ^ »in (A‘,D‘) ' sin(B',D')~ l 


4 - »in (A,D) sin (B, Cf) 


sin{M‘,D') 
»in (A‘,D') 


= 0 . 


2Mefe leßte ©leicfiung entfpringt au« bet ©leidjung (3), »eil 
fidj biefe fo fdjteiben läßt, baß fie nur an^atmonifdße SBetßdlt* 
niffe enthält , fo baß man bie Segmente bur$ Sinuffe erfeßen 
barf. — 

§, 32. 2lu«brüdfe bet ©leicßljeit bet anljarmonifcßen 
SBerfjdftnlffe eine« Süfd&el« »on »iet®eraben unb eine« 
Sßfieme« »on »let fßunften. — 
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@6 feien A,B, C,D Me Mer ©eraben unb bie ihnen 

refpectioe entfpredjenben fpunfte, wie wenn biefe »on bem DurdjfchneU 
ben ber ©eraben mit einer Uranöoerfale ^enflbMen,* fo wirb bie 
©leidjheit bet beiben anharmonlfcben «Berhältniffe au«gebrücft burd) 
bie@leidjungen (1) unb (2), wenn man barin für baö anharmonifcbe 
SBerhältnifi ber Met fünfte a, 6, c, d baö ber Met ©eraben A, B, 
C, D fefrt, wobur<b «non folgenbe ®lei<bungen’ erhält: 


(9) 

sin (A, Cf) 
sin ( A,D ) 

sin (B, Cf) 
sin(B,D ) 

a'c' 
a' df 

b'c' 
b'd' ' 

(9) 

sin ( A , Ü) 

. sin ( B , Cf) 

a'b‘ 

cb‘ 

sin (A, D) 

sin (B, D) 

1 a'd' 

c'd' 


(IO) sin(A,B)sin(C,D)~ r + sin(A,C)sin(D,B) 


+ «« (A, D) sin ( B , C) = 0. 

ferner h«t-man bie ©leicbung: 


(11) o'6'.c'rf' 


sin ( M,B) 
sin {A, B) 


+ a'c'.d'b 1 . 


sin CM, C ) 
sin CA, C) 


+ a'd'.b'c‘ 


sin {M, D ) 
sin (A,D) 


mel<be ftdj aufl ber ©leicbung (3') ergibt, wenn man für bie ifhtnfte 
a, b, c, d, m bie ©eraben A, B, C, D, M fefct. 

5Benn man bie ©leicbung (10) burcb m‘ d! biMbirt, unb bann 

tu* b* 

ben Ißunft m‘ in unenblicber ©ntfernung annimmt; fo ift — rir 

m a 


m'c* 

m'd' 


= 1, unb man erhält: 


( 12 ) 


sin (A, B) sin (C, D) . sin ( A , C)sin (D, B) 

n‘b‘ + a‘c‘ 

. «in (A,D) sin (B, C) „ 

_| __ 


Da nach § 1 1 ba« anharmonifdje Serbältnifi eine« SJüfdjel« 
»on Mer parallelen ©eraben A',B‘,C,D' burd) baö ber Mer 
Dur<bt<bnitt«punfte a‘, b‘, c‘, d 1 berfelben mit einer 2ran$»erfale 
auGgebrüdt wirb; fo folgt: baf bie ©leidjheit ber anharmonifcben 
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SBerbältniffe jweier Süfdjel »on »ier ©eraben butdj bte »otberge* 
^enbett ©leicbungen auögebrücft wirb, wenn bi« ©tragen be$ einen 
Süfdjelö parallel ftnb. — 

^»armonifcbc« Sterbältni# »on vier fünften. 

t -i—f - §• 33. SBenn jwei fünfte 

r a, a' ein ©egment ef in pro* 
portionafe J^ieil«, b. b- fo feilen, baß man oljne 9tu<fft<bt auf 
bafl 3ei(^en ber ©egmente bat: 

ae a'e 

af ~ a'f } 

fo fagt man: bie beiben fünfte a,a' tbeilen bad ©egment ef f) au 
monifdj, ober bie beiben fünfte a,a‘ ftnb in Sejie^ung auf e,f 
barmonifdj conjugirt. — Umgefe^rt ftnb auch bie beiben fünfte 
e,f in 35ejief)ung auf a, a‘ barmonifd) conjugirt unb tbeilen 
baö ©egment aa' fiarmoniftf). — Sftan fagt aud): baß bie »ier 
fünfte a, a', e, f eine fiarmonifdje Proportion bilben. — 5)er 
jhirje wegen werben wir oft and) fagen: bie beiben- Segmente aa ', 
«/■ftnb batmonifdj conjugirt. — 

3>er Sluöbrucf : Ijarmonifcljeö 93erbältniß »on »ierPunften 
fommt batyer: baß bie brei »on einem ber »ier fünfte, j, Ö. »on 

a, biö ju ben brei anbetn f, a‘, e genommenen ©trecfen ober ©eg* 
mente af,aa',ae eine barmonifd)e Proportion bilben, b. I). 
eine geometrifdje Proportion auS brei 3a^len »on foldjer Sefdjaffen* 
beit: baß fid? bie erfte jur britten »erhält, wie bet Unterfcbieb 
jwifdjen ber etßen unb jweiten ju bem Unterfcfyiebe ber jwei* 
ten unb britten. — 3n ber Jbat ifc wenn man in ber Relation: 

. ae a'e 

af ~~Vf 

für a'e unb a'f refp. aa 1 — ae unb af — aa' feßt, unb »om 3 e »* 
djen bet ©egmente abßrabirt: 

af af — aa' 

ae aa' — ae ’ 

b. b. 

1. ©egm. __ 1. ©egm. — 2. ©egm. 

3. ©egm. 2. ©egm. — 3. ©egm. 

®a« ©egment, weldbed jwei conjugirte Punfte »erbinbet, 
muß immer bae jweite fein. - 
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S 34. Pian pflegt bie barmonifdje Relation »on »iet fünften 
a,a',e,f burch ble ©leidjung: 

ae a‘ e f 

af ~ a'f 


auöjubrücfen, inbem man blöd ben abfoluten SBertf) ber Segmente, 
ebne bie ihren Picbtungen entfprechenben 3eichen, in Setracpt jiebt, 
Weil man bei ber Umformung biefer Stelation, ober i^rer Perbinbung 
mit anbern bie gigur unter ben Slugen bat, unb bie refati»e ?age 
ber fünfte in Setracht jieljt. — Um aber biefer ©leicpung, fo wie 
allen barauö abjuleitenben, bie gehörige Allgemeinheit ju geben, 
muffen »it auch baö 3 ei eben ‘ n Setradjt gieren , unb »erben in 
3ufunft immer fdjteiben: 

ae a‘ e 

Vf> 

ober: • 


(1) 


ae _ a' e 

~^T ' 


2)er erfie S^eil ber lebten ©leicbung brüeft ba« anbarmonü 
f d) e Perbältnifi ber »ier fünfte a, a', e, f au s , unb man fann baljer 
•gen: Pier fünfte bilben eine ^armonifc^e Proportion, 
wenn ihr anbatmonifibeö Perb&ltnijj = — 1 ifi; unb in 
§. 10 f)öben »ir gefeben, ,bafi baffelbe nicht = -f- 1 fein fann. — 


§. 35. 2)a ber Punft a‘ auf bem Segmente efunb ber Punft 
a bieffeitö beffelben liegt, alfo ae < af ifi; fo folgt au6 

QJ 

~ -J-, iba^ a‘e < a'f ifi. 

2ßenn ber Punft a ftch »on e entfernt, fo entfernt ftch a' auch 
»on «; aber »eit (angfamer, fo bafj, »enn a in unenblichet 

Shtfernung liegt, alfo •—■ = 1 ifi, auch -^y- = 1 ifi; b. b- <*' 
af o ; 

liegt in ber Ptitte »on ef. 

Pian bat alfo bie beibenSäfce: l, SBenn »ierPunfte eine 
barmonifche Pelation bilben, fo liegt bie Piitte j»eier 
confugirter Punfte {e,f) immer jenfeitö beö }»ifchen ben 
beiben anbern conjugirten Punften ( a,a') liegenbenSeg» 
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mente#. — 2, Wenn einet bet oiet fünfte (o) in unenb« 
lieber (Sntfernung liegt, fo ifl fein eonjugittet fjiunft (a 1 ) 
bie 'Witte bet beiben anbetn fünfte («,/") — 

S- 36. @# feien 
6,6', fo »ieau<ba,a' 
j»ei b«tmonif<be eonjugitte fünfte in ©ejiebungaufbie beiben fünfte 
e,f. Wenn bet auf bem Segmente ef liegenbe fßunft 6' näher bei 
e liegt al# a', fo liegt audj bet fßunft 6 näbet bei e al# a, fo bajj 
ba# Segment 66' ganj auf bem Segmente aa 1 liegt. Wenn ein 
fßunft c' »eitet gegen f ju genommen »itb, fo liegt fein conjugir* 
ter fßunft e jenfeit# f, unb bie beiben Segmente aa',ec‘ l>aben fei* 
nen gemeinf<^aftli<f>eit fßunft. — Wan b«t alfo ben Safe: 

Wenn j»ei Segmente in ©ejiebung auf ein brittefl 
barmonildj conjugirt finb, fo haben fte ent»eber gat fei* 
nenfßunft mit einanber gemein, ober ba# eine liegt ganj 
. auf bem anbetn. — 

£ierau# folgt: Wenn jroei Segmepte jum J^eil jufam* 
menfallen, fo fann man feine j»ei fßunfte befiimmen, 
weldje beibe barmonifcb tfieilen — unb »ir »erben fn biefem 
^alle tagen: bap bie beiben Sbeüung#punfte imaginär finb , »ei* 
bie Oleidjung, »el<be jur Sefiimmung berfelben bient, imaginäre 
Wutjeln bot. — (Sßergl. »eitet unten bie Slnmerf.) 

$ 37. 93erfd)iebene 2iu#.brü<fe bet barntonifdjen 3iela* 
tion »on »ier fünften, grübet b a & en gefc^en , bafj eiet 
fßunfte brei »erfebiebene anbarmonifebe 93er6ältniffe geben, wooon 
ein# jut ©efiimmung bet übrigen genügt (SS. 20 unb 30). Wenn 
ba# eine anbarmonifebe ©etbältnifi: 

ne a! e , 

: ~^r~~ 

ift, fo finb bie beiben anbetn: 

af t ef aa' , fa' 

aa' ea‘ 2 ' ae ft ’ 

»otau# folgt: 

2) | aa' .ef — 2 af.ea', 

j aa' . ft =2 ae .fa' . 
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3ebe biefer ®leichungen trieft alfe au«: baß bif »irr fünfte 
a,a'; e.fim ^armonifc^en ©erljältniße ßeften. — 

9?adj ber ® leidjung (2) in §. 21 §at man: 


ober: 

(3) 

unb ebenfo: 


1 

1 


aa' 


= - 1, 

i 

1 

aa' 

ae 


2 

1_ 

+ JL 

aa' 

ae 

+ *r ’ 

2 

1 

i * 

ef 

ea 

h ca' ’ 


.jjierau« erhellet: baß ber reciprofe SBerttj ber Entfernung 
eine« fünfte« »on feinem conjugirten ba« aritljmetifche 
SWittel ber reciptofen SEBerthe ber Entfernungen beffelben 
fünfte« »on ben beiben anbetn fünften iß. 


$ 38. SBenn a, b,c,d,... mehrere fünfte auf einer geraben 
8fnie ßnb, unb man nimmt einen ißunft m fo an, baß ber reciprofe 
ffiertlj feine« SIbßanbe« »on einem beftimmten fünfte O berfeiben 
©eraben ba« arithmctifdje SDfittel au« ben reciprefen 2Bertßen 
ber Slbßänbe ber fünfte a,b,c,d,... »on bemfelben fünfte O iß, 
fo baß man ßat: 


w 

Om 


1 

Oa 



1 

Oc 


-f- , 


»on n bie 2lnjaßl ber fünfte a,b,c,... bezeichnet, unb jebe Ent* 
fernung mit bem3*ithen +ober— genommen »erben muß; fo nennt 
man bie Entfernung Om nach ®faflaurin ba« hotmonidje 2Rit* 
tel au« ben Entfernungen Oa,Ob,..., unb ben ißunft m nach 
Ißoncelet ben ®?ittelpunft ber h«rmonifchen ÜJfittel ber 
fünfte a,b,c,... 

SBenn alfo »ier fünfte eine onifr^e fßropottion 
hüben, fo iß bie Entfernung eine« berfeiben »on feinem 
conjugirten ba« hnrmontfdje Mittel au« feinen Entfer* 
nungen »on ben beiben anbern fßunften. — Dber: Sin 
HJunft iß in ©ejiefjung auf feinen conjugirten ber 9Jfit* 
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telpunft ber $armonif<$en ÜJfittel ber beiben anbetn 
fünfte. — 

§. 39. Relationen mit einem willfürlidjen fünfte. — 
2>er allgemeine Sluöbrucf be« anljarmonifdjen SJerljültniffe« »on »ier 
fünften, worin ein fünfter roil Ifürlidjer Punft m »orfommt 
(§. 21), wirb, wenn biefeö SBer^ültnifj = — 1 ifi: 


(4) . I 

unb ebenfo Ijat man: 


ma' 

aa' 


2 JUL 
' *f 


me mf 
ae ' af ’ 


ma ma' 


ea 


ea 


3ebe biefer ©Icidjungen brücft alfo au«: bafj bie beiben Paare 
conjugirter fünfte a,a‘ unb e,f eine ^armonifc^e Proportion 
bilben. 

8. 40. $üt bie brei Segmente ma', m e, mf fann man bie 
»on ben brei Punften a', e, f auf eine bur$ ben punft m gezogene 
©erabe gefüllten Perpenbifel, weldje biefen Segmenten proportional 
finb, fefcen, unb ba ber Punft m willfürlid? ifi; fo folgt: ba$, 
Wenn bie »on ben brei punften a',e,fau f eine beliebige 

©erabe gefüllten Perpenbifel bejeidjnen, man bie Relation l>at: 


§. 41. Sejir^en wir bie »iet Punfte a,a‘,e,f auf einen ge- 
meinfdjaftlidpen Slnfangöpunft m, fo gel)t bie ©leidjung: 

ae a'e 

in folgenbe übet: 

m e — ma me — ma' 

mf — ma mf — ma' ’ 

ober: 


(5) (ma + ma') (me -f- mf) =2 ma . ma' -f- 2 me . mff 
Wofür man aud) feiert fann: 

ma (me ma') -f- ma' (mf — ma) -f- me(ma‘ — mf) 
+ mf (ma — me) = 0, 

ober: 
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(6) ma . a'e-\-ma' . af-\- me . fa' -f* mf . ea =0; 
unb ebenfo f)at man: 

ma . a‘f-\- ma' . ae me . fa mf . ea' = 0. 


*. 42. (Sö fei a bie 5Ritte »on a,a' unb O bie »on e, f 



fo wirb bie ©lei« 
$ung (5): 


(7) 


ma .ma'-\-me.mf — 2ma.mO. 


Diefe Relation wirb und fe^t rnifelidj fein, unb mir »erben 
barau$ baib »etfdjiebene, feljr einfache Relationen Verleiten, inbem 
»it ben »illfütli<$en 5J3unft m befonbere Sagen anne&men 
Iaffen. — 

§. 43. Da« Ijarmonifdpe 93erf)ältnifj »irb au# bur# bie Rela» 
tion auögebrütfi: 

(8) ma . ma' . ef-\- (jne)' 1 . f a-\- (.mf)" 1 . ae = 0, 

ober. 

(8') me .mf .aa' -)- ( ma ) 7 . a'O-f- (.ma'") a . Oa = 0. 


Die Ri#tigfeit biefer ©leidjmngen, j. 33, bet erften, Idfjt ftc^ 
leitet auf »erfdpiebene SBeifen bartfjun. — 1, SBenn bie ©leidjung 
(8) ni#t ibentif# ifi für jebe Sage beö fünfte« m, fo bient fte 
jur 33eflimmung ber Sagen biefe« ißunfte«, »el#e iljr genügen, unb 
e« gibt folget Sagen nur j»ei. Denn »enn man afle fünfte m, 

a auf einen gemeinf#aftli#en 2lnfang«}>unft A bejieljt, fo er« 

fdjeint baö ©egment Am in einet ©leicijung be« j»eiten ©rabe«. 
— Diefer ©leidjung gefdjieljt aber but# meljt alö jmei Sagen be« 
fßunfte« m ©enügej benn »enn man m fucceffioe mit ben fßunf« 
ten a,a‘ t e } f jufammenfaHen Idfjt, fo erljdlt man fdjon er»iefene 
Relationen, unb »enn man ben fßunft m in unenblidjet ©ntfer» 
nung annimmt j fo erhält man bie Sbentitdt e f-{-fa + ae = 0 . 
Die ®lei#ung be« jweiten ©rabe«, »on »el#er bie Sagen be« 
ißunfte« m abtydngen, §dtte alfo me§r alö jmei äßurjeln, »orauö 
folgt: bafj fie eine ibentifdje ifi; b. f). bie ©leidmng (8) ftnbet 
für alle Sagen be« f^unlte« m fiatt. — 

2, SRan $at bie Relation (7): 

ma .ma' me ,mf=2ma .mÖ , 
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unb bie beiten 3bentit4ten: 

(wi e) 2 -f- m e . mf— 2 m e . m O , 

( mf ) a -j- m e . mf = 2 m f . mO. 

SJhiltiplUirt man biefe brei ©leidjungen refp. mit.e f,fa,ae 
«nb abbirt bi« üßrobufte, fo fommt: 

ma . ma' . ef (me) 2 . fa-\-(mf) 2 ae-\- me . mf(ef -\-f a -f- ««) 
= 2mO (ma . ef me . fa-\- mf . ae). 

97un bat man aber für bie brei fünfte a, e, f : 

*f+f« + ae = 0, (§. 2) 
unb für bie »ier fünfte m, a, e, f: 

m a . e f -f- m e . f a -f- m f . e n — 0; (§. 15) 

efl bleibt alfo: 

ma . m a' . ef (m e) 2 . fu + (mf) 2 . ue = 0, 

». J. b. UV 

2Benn man in ber testen ©(eidjung fe — ae ftatt fa fefct, fo 
bat man: 

ma . ma ' . ef -f- (m<) 5 . fe — [(me) 2 — (mf) 2 ] ae =0, 

ober »egen: 

(me) 2 — (mf) 2 — (me — |— w» f)(m e — mf) — 2m0.fe: 

(9) ma.ma' — (me) 2 -j- 2 ae . m 0 =0. 

8 44. Folgerungen auö ber ©leidjung (7). — 9tela» 
tionen, worin bie SDtittelpunf te ber beiben Segmente aa', 
ef »orfommen. — 2Benn man in ber ©leidjung (7) ben $unft 
m mit a jufammenfaHen l&fjt, fo fommt: 

aa . aa‘ -\- ae . af= 0, 

ober wegen ««' = — aa: 

(10) (aa) 2 = ae .uf. t 

<5benfo Ijat man: 

(10') ( Oe) 2 =Oa.Oa‘ , 

Diefe (e&te ©(eidjung gibt: 

(Oe) 2 — (Oa) 2 — (aa) 2 , (8. 3.) 

ober: 

(11) (aa) 2 +(Oe) 2 = (Oa) 2 , 
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unb jwiföen ben vier 5ßunften a,a',e,f-. 

(12) C ao') 2 +W = («« + «' /■)*• 

§. 45. SBenn bet *ßunft m mit bem fünfte e jujammenfdBt, 
fo §at man: 

ea . ea' = 2ea . eÖ ; 


- »egen 2 e O = ef alfo : 

(13) ea . ea' — ea . ef. 

9?ad) §§. 37 unb 33 ift ef baö l>armonifc&e 2Rittel bet 
öntfernungen bet beiben fünfte a* a' oon bem fünfte e‘, unb 
ea ift bie fogcnannte mittlere (Sntfernung bet beiben fünfte 
a, a' »on, bcmfelben fünfte e. — Die ®leid)ung (13) brüdt alfo 
ben ©afc au$: 

DaöijRrobuft bet@ntfütnungen jroeier Sßunfte »on ei* 
nem gemei nfd&aftlidien ülnfangöpunfte ift gleich bemißro* 
bufte beö Jjarmonifd)en SRittelö unb bet mittleren Gnt* 
fetnung biefet beiben fünfte in 33ejiel)ung auf biefen 
• Slnfangöpunft. — 

§. 46. SÖenn man bie ©leidjung (13) burd) bie ©leidjung: 
fa.fa' =fa.f e> 

»eldje benfelben @a$ auöbrücft, btoibirt; fo fommt: 


(14) 


ea . ea' 

JZTfü 


unb »egen bet ©leidjung (1): 


(15) 

(Sbenfo Ijat man: 

(150 


(ae ) 2 

(a/) 3 

(ea ) 2 

(« a ') 2 


ea 



ae 

«f ‘ 

Oa 

Oa' 


$. 47. Die ©leidjung (10) fann man audj fo fdjteiben: 

(aa) 2 af 

(ae) 2 — ae ’ 

unb folglidj ift wegen (15): 

(«fl) 2 _ (fay 
(ae) 2 (ea) 2 * 
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ober: 


(16) 


ae ae 

af cca 

SBegen (10) fann man aud) fdjreiben: 


(17) 


ae cca 

~äf ~ “7 


§. 48. Relationen mit jwei willfürlidjen fünften. — 
2>ie ©leidjung (6) fann folgenbermafjen getrieben Werben: 


ma 
m f 


ea‘ ma' af . me a'f j — Q 

ea mf ae ' ae trif ’ 


ober wenn n ben in unen blichet Entfernung liegenben Ißunft be* 
jeidjnet: 


/ ma 

' na \ / ea' ' na' \ f 
nf ) V ea ' na J ' 

f ma* 

na' \ / af 
nf )\ae 

nf \ 

\mf~ 

<mf 

ne ) 


. / me ' mn\ / a' f 
^Vae ‘ an ) \ mf 

a'n 
mn t 

+ 

II 

o 



2>a in biifet ©leidjung nur anljarmonifd) e 93erljältniffe 
»orfommen, fo finbet fte für j e b e Sage bed Ißunftedn flatt (§ 14). 

'DMtiplicirt man mit mf . ea .na', fo., fommt: 

(18) ma . nf . a' e-\-ma' .ne .af-\- me.na.fa'-\-mf.na'.ea — 0. 


in welcher ©leidjung bie »iet in fjarmonifdjer Relation fte^cnben 
fßunfte a,a'e,f unb jwei willfürlidje fünfte m, n »otfommen. — 

§. 49. 8Bir Wollen bie ©leidjung (7) wie folgt fdjteiben: 

ma ma' . me mf g 

mu'mO'ma'mO ’ 

ober wenn n ben in unenb lieber Entfernung liegenben $unft 
bejei^net: 

/ ma _ na\ / ma' . na‘ \ . / me n e \ / mf ; nf \ — g 
(ma ’ na) \m Ö ' nO)'\ma ' naJ\mO ' nO/ 

2)a in tiefer ©leidjung nur an^armonifdje 93erf>ü ltniffe 
oorfommen, fo finbet fte für eine beliebige Sage bed ißunfted n 
jiatt; aber mit ber SBebingung, baf « unb Ö nidjt mef)t bie $tit* 
ten berSegmente aa',ef, fonbern bie f>armonifcf> conjugirten 
fünfte »on » in $9eaug auf biefe Segmente ftnb. — 2>ie ©leidjung 
nimmt bie Sorm an: , 
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( 19 ) 


ma.ma' , me.mf g 171 tt • m Ö 


na . na 


+ 


na.nO 


ne.nf 

Da bet ißunft m tt> i 1 1 f ü c li d) ifi, fo wollen Wir benfelben in 
unenb lidjer Entfernung anncbmen, unb mit ma. mö bioibiren. 
ma ma' 


Slldbann wirb 
(7') 


ma 

1 


m O 


1 


na . na 


1, unb cd fommt: 

_ 2 

na.nO 


ne.nf 

Slber eö ifi 3 u bemerfen: bafi biefe ©leidjung, worin nur ein 
WiHfitrlidjer fßunft n »orfommt, im ©runbe »on ber ©leidjung (7) 
nic^t »erfctyieben ifi. Denn fd>reibt man jie fo: 

t \ . , ne.nf na. na' 

(ft) ne.nf-\-na .na' = &• , 

nO na 

Wo a ber barmonifd) conjugirte fßunft »on « in Sejiefwng auf a,a‘ 
ifi; fo £>at man, wenn «, bie Witte »on a,a‘ bejeidjnet: 
na . na' = na . na l} (§. 45). 

Gbenfo f)at man, Wenn O, bie Witte »on ef bebeutet: 
ne .nf = nO .nO i} 
unb bie ©leidjuitg (ft) wirb folglich: 

no.na'-f-ne.nf = 2a«i .nOi, 
weldjed genau bie ©leidjung (7) ifi. *) — 

§ 50. Die ©leidjung (8) fann auf bie $orm gebradjt werben: 


ma . ma ' ef . (nt e) 2 


1 = 0 , 

ea 


(nt / 1 ) 2 ea 1 (nt / 1 ) 2 

ober wennnben in unenblidjet Entfernung liegenbenfßunft bebeutet: 

( ma _ na \ / ma' _ na' \/ ef t n f \ 
mf ’ nf )\ mf nf / \ na na ) 
r (: me ) 2 _ (ne) 2 ^ ^ fa 


+ ( 


(mf) 2 ’ (nf) 2 


ea 


fn 

en 


)-l=0. 


*) 9luS §. 14 folgt nur: bog eine ®lcid?ung wie bie in §. 48 au<b 
für eine en bliebe, aber jebeSmal befilmmte dntfernung be8 fünftes n 
gilt. — 3)of} bie ©leiebungen (7), (7') gleidjbebeuteitb flnb, folgt 
ftbon barauö: ba§ m unb n ihre DtoUen bertaufdjen. 

Steuere ©eometrie. 3 


34 


Gtfte 9l6t$e!lung. 


3)a biefe Sleidjung nur anbarmonifdj e ffierbältniffe ent* 
fyält, fo bleibt ber ipunft n ganj willfürlidj, wofern a nur nicht 
mehr bie 'Kitte be« Segmente« aa', fonbern ber fjarmonifdj 
conjugirte *J3unft oon n in SBejug auf a,at ift. -- 55ie ©leichung 
Wirb: 


( 20 ) 


ma.ma' (me) 2 

ef ' na+ W 


fa .ne - f- 


(m 0 * 

(nf ) 2 


ae . nf— 0. 


SBenn bet fpunft m in unenblidjer Entfernung liegt, fo iji: 


( 21 ) 


ef .na 
na . na 


f« 


n e 


+--* = 0 . 
^ nf 


barin 


2>iefe beiben lebten Steigungen »ereinfachen fiep, wenn man 
1 f üt — n “ f'&t (§• 45). — 


nett 


na. na' 


§. 51. Slufgabe. — 2Benn man in einer batmonifd)en 
Proportion «on »ier punften a,a')e,f jwei conjugirte 
fünfte a,a‘ unb bieKitte 0 ber beiben anbern e,f tennt, 
biefe ju finben. — 

Sluftöfung. Pach ber ©leidjung (IO 4 ) fmt man: 

Oe — — 0 f— + Y Oa . Oa'. 

Sott biefer 2lu«bru<f reell fein, fo mu(» bieKitte O bet bei* 
ben gefügten Punfte e,f außerhalb be« Segmente« aa‘ liegen; 
benn wenn fie auf bemfelben läge, fo wäre ba« probuft Oa.Oa' 
negati», unb folglich ber Sluöbrucf »on Oe imaginär, weöljalb 
man alöbann auch fagt: bah bie beiben gefugten fünfte imagi* 
nät ftnb. — 

5Bir werben fpäter auf ben Segriff imaginärer fünfte au«* 
fübrlichet juttieffommen, muffen aber bi« nod? ^ingufügen: bah, 
Wenn bie beiben gegebenen fünfte a,a‘ felbfi imaginär wären, 
bie beiben gefuchten Punfte e,f notbwenbig reell fein würben, weil 
in biefem gälte, wie wir fpäter feiert werben, ba« Probuft Oa.Oa' 
pofitio wirb. — 

2ßenn a bie Kitte be« Segmente« aa' bebeutet, fo ift nach 

*■ 3 : 

0« = — Of— ± Y (0«) J -(«a)T 
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getner ßat man: 

ae — aO — e0,«0 = ° — } Oe — + Oa.Oa 1 ', 

ae — b Ta 0 -f- a' O + 2 V" Oa.Oa'] 

= i(\^^ö±\^ ^0)2, 

ober Wenn manmit(v ^ aO +V~ a'O) 2 multiplicirt unb bi»ibirt: 

, (« a ') 2 

ae= X > . 

(v aO + (V a‘ Oy 

§. 52. .fparntonifdje 93 ü f e I »on »ier ©eraben. — 2Benn 
»ier burdj benfelben *ßunft geßenbe ©erabe A,Ä)E,F ein anljar* 
monifcfycö 93erfjä(tniß = — t fjaben, fo baß man Ijat: 

sin{A,E) . sin(A‘,E) . , 

sin {A,F) ' sin(A',F) ’ 

fo fagt man: baß biefe »ier ©eraben ein fjarmonifdjeö 93 ü f cö e t 
biiben. Slucß fagt man: baß bie beiben ©eraben E,F in 93ejie|jung 
auf bic beiben anbern A } A'' barmonifdj conjugirt ftnb — ober 
baß fte ben 2Binfe( »on A,A‘ Ijarmonifdj tßeilen — unb umge* 
feßrt: baß A,A‘ in Sejug auf E,F ßarmonifcfy conjugirt jtnb — ober 
ben SBinfel »on E,F Ijarmoniid) teilen. — 

2>iefe »ier ©eraben fdjneiben eine Jranöoerfale in »ier fßun!* 
ten a, a', e, f } weldje eine fjarmonifc^e Proportion biiben; benn 
nadj §. 11 fiat man: 

ae _ a'c A 

Tr : TT - * 

SBenn bie 2ranS»erfale ju einer ber »ier ©eraben, etwa ju A‘, 
parallel ift; fo liegt ber ißunft a' in unenblidßer (intfcmung, 
unb man Ijat bloö: 

-^y- = — l,al|o ae — — af , 
unb mithin iß ber ^unft a bie fOiitte bed Segmente^ ef. 

3* 
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<5 r fl e Slbth«tlung. 


£ierau6 folgt: wenn 
bi« beiben ©eraben 
A, A‘ auf einanber 
fenf rec^t ftnb, fo bil* 
ben bie beiben ©eraben 
E, F mit einet berfel* 
ben gleich« SBinfel; 
b.h- wenn jtoei con* 
jiugirte Strahlen 
eines ^armonifc^en 
©üfdjelS auf einanber fenfrecfjt finb, fo ifl einer berfelben 
bie ^albirungSlinie beS »on ben beiben anbein Strah* 
len gebilbeten SEBinfelS. — llnb umgefehrt: bie ^>albi* 
rungslinie eines SBinfelS unb baS e r enb if e I barauf tfjei* 
len biefen UBinfel |>ar mo n if — 



«Wh ifi ein Süfcljel ofenbar 
harmonifch, wenn feine Strahlen 
bie Dichtungen bet Seiten unb 
diagonalen eines Ißaraßelogram« 
meS haben. 

§. 53. Delationen für baS 
harmonifdje Strahlenbüfdjel. 
— Sille Delationen für »iet har* 
nronifche fünfte, Welche ft<^> auf 
eine folche fjorm bringen laffen, 
baji fte nur anharmonifdje 93 et* 

hültniffe enthalten, lafen ft<h auf »ier Ijarmonifc^e ©erabe 
anwenben, wenn man für bie Segmente bie Sinuffe ber entfpredjen* 
ben SBinfel fejjt. — 

So fann man j. 29. bie erjle ber ©leidjungen (2) in $. 37 
Wie folgt fdjteiben: 

aa' , af ~ ' 

ea' ' ef ’ 

unb folglich hat man! 



«in (A,A') t sin CA,F) _ „ 
~»in(E,A‘) : sin (E, F) ‘ 


Digitized by Google 



Jbeotie bt8 a n^arm o ntfctjen $e rbältnlffe«. 


37 


ober: 

sin ( A, Al sin CE, Fl = 2 sin ( A,F ) sin (JE, Al. 

getner gibt bie ©leic^ung (4) in §. 39 mit einem will# 
Üirlidjen fünfte m bie folgenbe mit einet millfütli^en @e* 
toben M : 

sin(M,A‘) _ sin(M,E) , sin(M,F ) 
sin ( A , A') sin {A, E) sin (A, F) 

nnb ebenfo f)at man: 

n sin (M, F) _ sin(M, Ä) , sin(M,A‘) 

1 sin(E,F) ~~ sin{E,Ä) sin(F,A‘) ' 

gßenn bie ©etabe M auf E [entrecht ift, fo l>at man: 

2 _ 1 | 1 

lang (E, F) tang(E,A j ^ lang (E, A‘) ’ 

obet: , 

2eotg(E,F) = cotg(E,Ä) + cotg(ß,A). 


®ie ©leid&ung (19) gibt folgenbe: 

sin(M,A)sin(M,A‘) , sin(M,E) sin(M,F ) 

sin (N, A) sin (N, A‘) ^ sin (N, E) sin (N, F ) 

_ sin (M, a) sin (M, O) 

~ sin(N , «) sin (N, 0) ’ 


»otin M,N jroei tt>iUfürli$e ©etabe unb «,0 bie ijatmonifdj 
coniugitten ©eraben »on N in Sejietjung auf A,A'unb £,Ffinb. 

2Benn bie beiben ©etaben M,N auf einanbet fenftedjt ftnb, 
fo ift: 

cotg (N,A) cotg{N,A‘)- 3 rcotg{N,E)cotg (N,F ) = 2 cotg(N,a)cotg(N,0) 
@nbli<$ gibt bie ©lei^ung (20) folgenbe: 


s in ( M,A ) sin (M,A‘) 
sin (N, A) sin (N, Al 


sin (E, Fl sin (N, a) 


sin*(M,E ) 
+ sin 2 (K,E) 


sin(F, a ) sin (N, E) 


sin 2 (M,E) 

sin 2 (N,F) 


sin(a,E) sin (N, F) = 0. 
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@rfie ftbtljfüung. 


M,N ftnb j»ei »illfürlicf)e ©erabe, unb « ifi bie ffarmonlidj 
conjugirte ©erabe »on A r in S3ejug auf A,A‘. — 

Sßenn bie beibrn ©eraben M,N auf einanber fenfrecßt ftub, 
fo ifi: 

cotg(N,A)cotg(N,A‘)8in(E,F)sin(E,a)r\-cotg*(Nj!)iin(F,a)sin(N,E) 

+ cotg 2 (N, E) sin (a, E) sin (N,F) = 0 . 

§. 54. © leicßjeitige SBefiimmung zweier fünfte auf 
betfelben ©eraben. — Smaginäte fünfte. — 3»ei fünfte 
»erben auf einer ©eraben gleiche itig befiimmt, »enn man ihre 
üJiitte unb baS SjhobuJt ober 5Red)tecf ifjrer Slbfiänbe oon ei# 
nem auf berfelben ©eraben genommenen gemeinföaftlicljen Anfang«* 
fünfte ?ennt. — 

___ 5 j; feien a, a' bie 

x _ beiben fünfte, « ifjre 

SDiitte unb v baö Sßrobuft iljrer Slbfiänbe »on bem fefien fünfte 
M; fo ifi nadj §. 3: 

v = Ma .Ma 1 = ( Ma) 2 — (« a ) 2 

folglicft: 

(«a) 2 = (Ma) 2 — v,aa = V r (Ma) 2 — v. 

2)ie SSefiimmung bet beiben fünfte ift ai|o oon bet ßonfiruc* 
tion beö SJuöbrucfed: 

K(£f«) 2 - v 

abhängig, unb bie Slbfiänbe ber beiben fünfte t»on bem gemein* 
fdjaftlidjen Slnfangpunfte M ftnb: 

Ma=Ma-\- J/^Ma) 2 — v, 

Ma‘ ~ Ma — j/(Ma) 2 — v. 

5Jian fann alfo lagen: baß j»ei fünfte burcß einen ißunft, 
nämticf) ifjre ©litte, unb butcfc baö 9iec^tecf ober baö iJJr.obuft 
iljter Slbfiänbe oon einem gemeinfdjaftlidjen Slnfangöpunfte au«ge* 
brüfft ober bargefiellt »erben. SBenn baö Diedjtecf v negatitt ifi, 
fo ifi ber SluSbrucf J/(Ma) 2 — v ftetö reell unb bie SSefiimmung 
ber beiben fünfte immer möglid). Slber »enn v pofiti» ift, fo 
muß C Ma) 2 >v fein, »enn ber fragliche SluSbruc! reell fein foU. 
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3fi C ifa)*<v, fo ifi biefer Sludbrinf imaginär, bie beiben ge» 
fügten fünfte erijiiren nid(jt mefjr, -unb man fagt alSbann: bafi {le 
imaginär ftnb. — 

2Bir wolfen ein fofdjeö »on jwei fünften, Weldje 

gleidbjeitig burd) jwei ©lemente, nämlid) burcb i^re Witte unb 
burcf) bad ißrobuft ober IRedjtecf if)rer ülbflänbe »on einem ge» 
meinfdjaftiicfjen änfangöpunfte, befiimmt werben, coujugirte 
fünfte nennen. 

SBenn man bie beibcn (Slemente a, v burdj eine ©leidjung 
bed jweiten ©rabed »erbinbet, Worin nur eine Unbefannte »or» 
fomrnt; fo fann man bie beiben Ißunfte burdj biefe ©fei^ung bar* 
jiellen. 2>enn man ^at: 

Ma + Ma‘ = 2Ma,Ma. Ma‘ = v; 

folglich 

Ma(2Ma — Md) = v, 

ober: 

(M’a) 2 — 2Ma.Ma-\-v=0, 
unb wenn man Ma = x fe&t: 

a: 2 — 2 Ma-\-v =0. 

35ie SBurjeln biefer ©leidjung finb mithin bie Slbfiänbe ber 
beiben fünfte a,a‘ »on bem Slnfangöpunfte M, unb wenn biefe 
Sßurjeln imaginär ftnb; fo fagt man: bie beiben fünfte ftnb 
imaginär. — 

^ierauö ftefjt man, waS wir unter jwei imaginärenißunf* 
ten »erfieljen, unb wenn »on jwei folgen fünften bie fRebe fein 
Wirb, fo Werben barunter immer jwei auf bie »orbin angegebene 
ffieife beflimmte tonfugirte fünfte »erflanben, welche »ermittelfl 
ihrer beiben (Slemente a,v mit einer gegebenen ftigur in gewiffen 
S3ejiebungen fteben fönnen — unb eö hantelt ftdj aföbann niemaf« 
um jwei beliebige »oneinanber unabhängige fünfte, wie g. 33. 
jwei fünfte, welche jwei »erfcbiebenen €pfiemen conjugirter 
fünfte angelten. — 

§. 55. 2>ad ißrobuft bet ©ntfernungen jWeier imagi* 
nären fünfte »on einem reellen fßunfte auf berfelben 
©eraben ifi reell unb pofiti». 
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®rfle 9I6t^fltung. 


SDie beibcn imaginären fünfte »erben burd^ if)re «Kitte a 
unb burdj ba« fßrobuft v ihrer Entfernungen »on einem gemein* 
fcfcaftlidjen 2lnfang$}>unfte m befiimmt, unb biefe Entfernungen jinb 
nadj §. 54: 

ma = m a + j/~( ma)* — v, 
ma' — ma — (m a) * — v. 

Stimmt man einen anbern üßunft M jum 2lnfang0|>unft, fo ifl: 

ma = Ma — Mm, 
ma‘ — Ma‘ — Mm; 

alfo: 

ma . ma‘ = Ma . Ma ‘ — ( Ma-\-Ma‘)Mm-\-(Mm)* . 

«Run ifl aber: 

ma . maf — v , Ma -f- Ma' — 2 Ma; 

folglich: 

( fi ) Ma .Ma' = 2Ma .Mm-\-v — (Mm)*. 

2llfo ifl baö $cobuft Ma.Ma' immer reell*) unb e« ifl ju* 
gleich fletö pofiti»; benn man fann fefcen: 


*) Diefer Seroei« ifl offenbar ülufo rifch; benn erflenS ifl nicht 
beroiefen, baf ble ©litte a ber beiben Imaginären fünfte a, a‘ ein 
reeller Sunft , alfo Ma reell ifl — unb jroeiten« fomtnt t>, beffen 
(Realität bewiefen werben foflte, felbfl nodj in bem 'Uuäbrutfe (fi) bor. 
— 3)er gröjjte ©lange! biefer (Unficht befielt aber barin: ba§ man über 
bie Sage ber beiben imaginären fünfte a,a‘ triebt« erfährt — • unb 
e3 ifl ganj unrichtig, ju fagen: bie beiben fßunfte a, o' eriflircn nicht 
mehr, wenn e hofitib unb > (ma) 7 ifl — auf ber urfprünglichen 
(Richtung aderbingS nicht, wohl aber entbrechen ben beiben imaginären 
©uäbrucfen : 

m <* = m « -f (]/ r e — (m et)*) )/ — 1, 
ma' — ma - (J/ „ _ (ma) *)K” 

jwet ganj b eflimmte fünfte ber (Sbene, welche auf bem in ber ®nt- 
fernung ma bon bem Anfang «fünfte m auf ber urforftngtichen (Richtung 
gejogenen 5Perf>enbifel ln ben ^Ibflänben +]/^« — (ma)* bon bie* 
fer urforünglichen (Richtung ober ber flet« barauf liegenben reellen 


Digitized by Google 



41 


£b‘oriebe8 anbatmonifcben 95er^>ältni ffeö. 

i Ha . Ma' = C May — (Jf« — Mm )' 1 + v, 
unb wegen Ma — 3fm = ma ifl mithin: 

Ma . Ma 1 — ( Ma )* — [(ma) 2 — t>]. 


©litte a liegen, wie fot« 
töeS unmittelbar au8 ber 
allein objeftio richtigen 
©aufi’fchen Theorie bet 
ima ginären ober com« 
Rieten ©röfjen folgt. 
(®ergl. ©runblebren 
ber b^bern ®nalb» 
f i 8 , @. 244 folg, ober 
Xbeotie ber böbern 
Steigungen, @. 15 
folg.) 

ffienn man nämlich 
für bie Qlbflänbe jweier 
jufammengeböriger fünfte bon einem gemeinfdjaftlichen UlnfangSpunfte 
unter gewijfen S8orau8fe$ungen SluSbrücfb bon ber Sonn x+y]/ — 1 
erhält, fo liegen biefe fünfte natb ber ©au jj’fcben 'Hnjirfjt nicht mehr in 
ber urfprünglidjen £Ricf;tung, fonbern in anbern fünften ber ©bene, beren 
(Soorbinaten in SBejug auf ben urfprünglicben QlnfangSpunft unb bie ur« 
fprüngllche OHcbtung x, y unb x, — y flnb , fo bafj ba8 3«$*» V — 1 
blo8 anbeutet: bafj bie Sänge ober ©trecfe, bei ber e8 flebt. in einer auf 
ber utforünglitben fenfrechten (Richtung genommen werben mufj, gerabe 
fo , wie bie 3eldjen ± angeben, in welchem Sinne eine bamit behaftete 
Sänge auf ber urfprünglichen (Richtung ju nehmen ifl. — 3)ie Sage ber 
fünfte o,o' wirb alfo burdj bie (ÜuSbrücfe ma = * -f- y |/— 1, 
ma‘ = * — y]/ — 1 bollflänbig beflimmt, unb bie ÜRitte u 
§roeier Imaginärer Sßunfte o, o' ifl fletS reell. - ‘Aber auch bie 
©eraben ma,ma‘ werben burcb biefe (HuSbtücfe fowobl nach Sänge 
als (Richtung bargeflellt; benn fle fönnen conflruirt werben, fobalb 
biefe ©uSbrücfe gegeben flnb — ganj ebenfo, wie reelle ©egmente ober 
Sängen beflimmt flnb unb conflruirt werben fönnen, wenn bie Ulbfiänbe 
ihrer (Snbpunfte non einem IflnfangSpunfte gegeben flnb. — <58 ifl alfo 
ba8 (Rrobuft ma . mo'= ( x-\- y]/ — 1) (* — y ]/ — 1) — 
fletS reell unb pofitlb. — Uebe rbaupt ergeben fi<b aus ber ©aufj’fcben 
Xbeorie ber imag i nären ©röfjen bie ©igentbümlicbfeiten berfelben gleich« 



I 

1 
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®rfte Ulbtbeilung. 


9?ad& ber $orau$fe&uttg ifi aber fCma) 2 — 1>] negativ, weil 
bie beiben fünfte imaginär^ ftnb, unb folglid) ifi Ma.Ma' po* 
fit iv. 2B. b„w. f. 

2>er SBeweiö vereinfacht fid), Wenn man bie beiben imagini* 
ren fünfte bitrd) bie ©[Hebung beö jweiten ©rabeö: 

(f*) er 2 + acr -f- 6 = 0 


fam von felbft, wa8 ber befle Dewei8 für bie ob jef ii b e 5Ba f)t b el t 
biefer üpeorie ift — unb wir wollen beSpalb in geometrifcber De» 
Jiebung hier nocb einige Folgerungen barauS anfübren, welche fpäter Von 




1) Die von bent 5lnfang8punfte 
A au8gebenben Vier ©eraben A P, 
A P‘, A P", A P“' werben offenbar 
refp. burcb x+y]/ — 1, x+yf/ — 1, 

— X— y \/ — 1 , * — y J/ — 1 

auSgebrücft. — 2) Die ©erabe A P, 
beren Cnbpunfte burcb AA‘ = x', unb • 
AQ-=x, QP=i y beflimmt wer» 
ben, wirb burcb (<r — *') -(- y ]/ — | 
au8gebrücft, weil AP = AA -j-A‘ P 
ift, fobalb nicht bie l'inge einer 
©eraben allein, fonbern auch ihre 
9ti ch t u n g in [Rechnung gebracht 
wirb; alfo A P=AP — AA , b. b- 
(* — *') + y ]/ - I. — 3) Die Pon 
ben beiben fünften P ober x' -\- 
y']/ — 1 unb P ober x + y\/ — 1 
begrenjte ©erabe P' P wirb burcb 
(w — x ) + ly — y ) J/ — 1 au8» 
gebrütft , weil A P = A P‘ + P P, 
alfo P P = A P ~ A P' = (x -\- 
yV-l)-(x' + y |/-t) = 

(* — *') + (y — y ) }/ — 1 ift. — 
4) 3mei c o n j u g i r t e ©erabe P P 
ober (x — x‘) -Hy — y') ]/ — 1 unb 
Pl'Pl ober (* — ar ) — (y -j-y' ]/" — 1 


Digitized by Google 


Sbeorie be8 anbarmonf fdjen 3* e rfjältniffeS. 


43 


barfiellt, bereit SBurjeln bie (Sntfernungen ber beiben fünfte »on 
einem gemeinfcbaftlicben 8lnfang«punfte m ftnb. 

@e$t man nämlid) ar'-f A für x, fo bat man bie ©leicijung: 

jH(2A + a)x' + A s + «A + i> = 0 J 

beten SSBurjeln bie (Sntfernungen bet beiben fünfte »an einem an* 
betn Slnfangö^junft« M, ttteldjet burdj bcn 5Bertf) »on A befiimntt 
wirb, auöbrücfen. 2)aö J $robuft biefet (Entfernungen roirb burdj 
bie fietd reelle unb pofitioe ©röfie: 

(A 2 + aA +6) 

auögebrücft; benn biefe ©röfie fann auf bie gorm: 


(*+*)'+(—?) 


gebraut werben, unb bie Sßurjeln ber ©leidjung (/t) finb nach ber 
33orau«fe|}ung imaginär, nämlic§: 



alfo —r — bnegati», unb mitbin 6- 


pofiti». 3B. b. w. f. 


§. 56. Relationen jwifcben reellen unb imaginären 
fünften. — 3**>ei imaginäre fünfte Tonnen mit »erüljiebcnen 
5£^eilen einer gigur, j. ®. mit reellen fünften, reelle Sejiebun* 
gen b«ben, inbem bie imaginären fünfte implicite burcb ihre 
beiben (Elemente bargefieHt Werben. — 

©efefjt man ^abe in einer gigut jwifäen brei in gerabet Si* 



fdjneiben flcb fht8 in ei« 
nem reellen Ißunfte a, 
fo wie bie ©eraben P' P,, 
PP\ in bem reellen 
fünfte aber bie ®e* 
raben P‘ P unb P' P x 
fonole P'i P unb P \ P, 
fdjneiben fidj in imagi* 
nären fünften je. ic. 
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®rfte Ulbtbeilung. 


nie liegenden fünften e,f, a, bet ©litte 0 bet beiben erflen unb 
einem anbem fünfte m betfelben ©eraben bie Relation gefunben: 

me .mf -\-v~2ma .mO , 

wo v ein »on bet gigur abhängige« 31 echte cf ober Ißrobuft 
jweier Sinien ift; fo fann man biefe$ 9iec^te<f unb ben *ßunft a 
alö bie Elemente bet beiben reellen, ober imaginären fünfte a,a‘ 
betrachten, inbem a ihre ©litte unb v baö Redjtecf ober $ro* 
bult ihrer Slbfiänbe com fünfte m ift. — ©tan fann alfo bie 
©leichung anfefcen: 

me . mf-\- ma . mat = 2m a . m 0, 

welche eine ©igenfdjaft berglgur in Sejiehung auf bie beiben burch 
bie beiben Sie mente a unb v beftimmten fünfte auöbrücft. — 

©Senn bie beiben fünfte reell ftnb, fo fann man fte für baö 
Rechtecf v in bem Sluöbrucf beö burch bie ©leidjung auflgebrüeften 
©afceö fefcen, unb wenn fte imaginär ftnb; fo fann man biefeÄ 
Recijtecf in biefem Sluäbrucfe beibehalten, ober ben ©egriff ber bei* 
ben imaginären fünfte in bet oben angegebenen ©ebeutung ein* 
führen. *) — 

§. 57. 2>ie ©igenfehaft, welche bie »orfjin al« ©eifpiel genom* 
mene ©leidjung auebrüeft, befteht barin: bah bie beiben fünfte 
a,a‘ beren ©litte bet IfSunft a ifi, in ©ejug auf e,f harmonifch 
conjugirt ftnb. (§. 42). ©tan fann ftch alfo jwei, in ©ejug auf 
jwei reelle fünfte harmonifch conjugirte imaginäre fünfte 
benfen; b. h- bie beiben reellen Ißimfie hoben ju ben ©lernen* 
ten, welche ba6@pftember beiben imaginären fünfte auöbrücfen, 
bie Relationen, welche im Allgemeinen baö hormonifche ©er* 
hältnih »on »ier reellen, paarweife conjugirten fünften 
auflbrücfen. — 

3n §. 54 hoben wir gefeljen: bah, wenn bie beiben imagi* 
näten fünfte, fowie bie ©litte jweier anbem fünfte gegeben 
ftnb, festere immer confiruirt werben fönnen, unb folglich reell 


*) SBenn aber Me imaginären ©unfte nicht eriftiten, wie 
39 au4brtcfli<h gefagt würbe, fo fann auch »on ihren ffintfernungen 
»on reell en ©unften feine (Rebe fein. — 
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ftnb. — SBenn alfo }Wei 5}?aare von fünften a,a‘ unb e,f in 
harmonifcher *ßrof)ortion ftnb, fo fann bloö ba$ eine fßaar ima» 
gindr fein, unb baö anbere ifi ftetö reell. — 

SBenn ba$ 6bfiem bcr beiben imagindten fünfte, fo wie 
ber eine e ber beiben reellen fünfte gegeben ifi; fo wirb ber 
iWeite f burd) bie ^Relation: 

. ea . ea' = ea.cf 

befiimmt, worin bie beiben imagindren fßunfte mittelfi ihrer bei* 
ben Elemente, ndmltch ihrer SRitte a unb bed fRedjtecfea 
ea .ea' ihrer Entfernungen »om fßunfte e »orfommen (§. 45). 

§. 58. SBenn jwei fßaare »on fünften burch jWci ©leichungen 
be« jweiten ®rabeö: 

x 2 + a x -j- b = 0, 
x 2 -f- a'x + 1 >‘ = 0 

auGgebrücft wetben, fo taffen jich bie jwifchen biefen fßunften fiatt* 
finbenben ^Relationen bu«h bie Eoeffidanten a,b,a',b', welche ben 
beiben Elementen jebeö ^unftefjaare j gleichgelten, au«brücfen. — 
@o wirb j. S3. bie hatmonifche ^Relation burch bie ©leichung: 

6 + 6 ' =0 

auögcbrüdt, Welche gleichbebeutenb ift mit: 
v-\-v' — 2 ma.ma'j 

wo a,a' bie SRitten bet beiben fßunftepaare unb v,t>‘ bie ißto* 
bufte ihrer Entfernungen »on bem Slnfangöpunfte m ftnb. (§. 42 

®i. C73). 

- $. 59. Dbgleid) man bie hatmonifche {Relation »on »iet 
IßunTten burch eine S3ebingung$gleichung jwifdjen ben Elementen 
bet beiben SSunftepaare auöbrücfen fann, fo finbet baffelbe boch nicht 
bet bem anh armonifchen SSerhdltniffe flaft — unb ber @runb 
ba»on liegt barin: bah bei ber erften {Relation bie beiben {{fünfte 
febe« {Jfaared fymmetrifch »orfommen, fowohl alb in jebem ihrer 
Elemente, fo bah m « n i^en 5]8unft mit feinem conjugirten »er* 
tauften fann, unb umgefehrt. — 
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SBenn man auöbtücfen fönnte, bafj baö an Ija tmonifdje Set* 

bältnifi : - a -4~ bet beiben ^3unftepaare a, a' unb e,f gleich A 
af a f 

ift, unb jn'ar burch eine (Relation jroifchen A unb ben »ier (Sie* 
ntenten bet beiben (ßunftepaare; fo würbe auö biefet (Relation 
nietet heroorgeljen: in welcher Drbnung bie beiben (ßunfte a,a‘, 
fo wie e,f genommen werben muffen, fo bafi man nicht wüfite, ob 

JLi- : -2-L 0 b er .SiL. ; fl / - ba« anljarmonifche ©erhältnifi ift. 
af a f ae a‘ e 

§. 60. Slnbere Elemente, burd) welche man zwei ima* 
gindre (ßunfte beflimmen fann. — (Den in ©ejieljung auf 
jwei reelle, ober imaginäre fünfte a,a‘ harinonifch conju* 
girten ©unft f eine« ©unfte« e fann man conftruiren {§. 57). 
35iefcr ©untt, welcher auch ber SRittelpunft ber hatmonifchen 
(Wittel bev beiben ©unfte a > a ‘ tn ©ejug auf ben gegebenen ©unft 
« genanht wirb (§. 38), ift, fowohl als ber (Wittelpunft ber beiben 
©unfte a,a‘ unb ba« ©robuft ihrer Entfernung »on einem gemein* 
fcbaftlidjen Slnfangöpunfte, immer reell. ©on biefen brei Eie* 
menten ftnb zwei jur ©eftimmung beS britten, unb folglich jur ©e* 
ftimmung ber beiben ©unfte hinreichenb. 2)cnn bezeichnet man baö 
©robuft ma.ma' mit v, fo wirb bie ©leichung (7) in §. 42): 


v-\-me.mf— ma Qme -\-mf~), 

fine (Relation jwifchen ben beiben Elementen a,v ber beiben reel* 
len, ober imaginären ©unfte a,a' unb ihrem SRittelpunfte bet 
harmonifchen (Wittel f in ©ejiefjung auf ben ©unft e. — 

9Ran fönnte alfo jur ©eftimmung zweier conjügirtet fünfte, 
bie imaginär Werben fönnen, anbere Elemente nehmen, als bie 
©litte unb ba« (Rechte cf, welche wir gewählt haben, Weil biefe 
lemente bei geometrifchen Unterfuchungen am häuftgflen »otfom* 
men, unb in ber ©leichung beö zweiten ©rabe«, welche jur 2)at* 
|te ung ber beiben ©unfte genügt, erblirite erfcheinen. 

. , , m ^ IW 8 eme inen fann man jebe geometrifche (Relation nehmen, 
We auf eine ©leichung beS zweiten ©rabe« führt. £at man 

mon*bU ,,Ct ®? aben * lrt W e $U nJte A > A‘, B, B 1 , fo beflimmt 

©erhältnifi^h 4n>eiet ^ unfte a,a ‘’ wmn man auSbrüdft; ba$ ba« 
p oet ©robufte bet Entfernungen eine« jeben »on ben 
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Ißunftepaaren A, A‘ unb B,& einen bestaunten SBertb bat, b. b- 
baß man bat: 

Aa.A'a Aa'.A'a' 

Ba.B'a ~ Ba'.B'a ' “ *' 

u. b. m. — Sind) Vermittels befl ÜtarcbSfaitte« einer ©eraben unb 
eine« jfreife« »erben j»ei conjugirte fünfte beSimmt, welche 
imaginär »erben fönnen, »ie »ir fpäter fe^en »erben. — 


§. 61. @bS«*n 3 » ei er imaginärer fünfte, weld)e mit 
jwei reellen fünften eine ^armonifcf^e Relation bilben. 
— 2)i e meiSen ber Relationen, »eldje »it von vier reell en Ißunf* 
ten bewiefen haben, bie in ^nrmonifc^er Proportion S*&f*», fab nidjt 
mehr an»enbbar, Wenn j»ei biefer fünfte imaginär werben, »ie 
folctyeö gefaben fann (§. 57). Sv Ijat j. 8 . bie Relation: 


fowie bie SRelation: 


ae a'e 

Tf TT’ 


2 

*f 




unb manche anbere, feinen erpliciten Sinn mehr, wenn bie fünfte 
a,a‘ imaginär »erben. - 

äber wenn man annimmt: baß man an imaginären ©roßen 
bie Operationen bet Slbbifiott, ÜJlultiplication, ic. eben» verrieten 
fann, wie an reellen ©roßen, fo ergibt S<f> aub jeber biefer 
©leidjungen eine Relation, Worin bie beibett fünfte nur mittels 
ißrer (Elemente vorfommen, unb biefe Relation iS ein erplicirter 
Sluöbruif be« barmonifcben 93erf>äftniffed jweiet imaginärer 
fünfte a,a‘ ju jwei reellen fünften e,f. So gibt $. S. bie 
3 »eite ber obigen ©leidjungen: 


ober: 


2 ea-f-ea' 2e« 

ef ea . ea' ea . ea' ’ 

ef . ea — ea' . ea 1 , 


eine ©leicbung, worin nur bie beiben Elemente ber beiben ima* 
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ginären fünfte »otfommenj närnliß iljt ÜJfittdpuntt a unb 
baö Redjterf ea .ea' i^rer Slbflänbe »on bem fünfte e. — 

3Wan famt alfo bie jwifßcn jwei imaginären fünften unb 
reellen Steilen einet gigur ftatbfxnbenbe gegenfeitige Äbljängigfeit, 
worin im ©runbe nur bie (Elemente ber beiben imaginären 
fünfte uorfoinmen fonnen, burd) bie allgemeinen Relationen aud* 
brütfen, Weiße bem gaffe reeller fünfte entfpreßen, unb worin 
biefe (Slemente nißt erplicite »orfommen. — 2lber aldbann müf« 
fen bie Segmente, welche in biefen Relationen »orfommen, Wie 
J. SB. in: 

ae a'e 

~W 

aW Symbole betrautet Werben, oermittelfi welker man eine 3n* 
beutung beögalled gibt, wo bie fünfte reell ftnb, unb Weiße, wie 
in biefem fpecietlen gaffe mit einanber ocrbunben, ju Relationen 
führen, worin nur bie Gslemente bet beiben imaginären fünfte 
»orfommen, fo baß bie urfprungliße fpmbolifße Relation im @runbe 
nur ein Sluöbrutf biefet Relation jwifßen reellen Slementen ijt 
— 2>ie 2lnwenbung biefet fpmbolifßen Relationen wirb alfo erlaubt 
fein, fo baft man inSBejug auf imaginäre fünfte ebenfo fßliefjen 
lann, wie in bem analogen gaffe reeller fßunfte*) 

§. 62. ©leißjeitige SefUmtnung jweier burß einen 
gegebenen Ißunft gelfenbet conjugirter ®eraben. — 3ma> 
ginäre ©eräbe. — üJfan fann bie 8age jweier »on einem gege* 
benen fünfte auögeljenbet ©eraben burß bie ber beiben fßunfte 


*) 5 )a naß ber ®au§’fßen SJ^eorie be« 3m a g inär en bie 216« 
ftdnbe s^ifd) en reellen unb imaginären fünften, fo wie bie jwifßen 
imaginären fünften einen e6enfo beftimmten Segrlff unb 2lu«» 
brud barbieten, wie bie jwifßen reellen ©unften (J- 55), fo folgt üon 
felbfl, baf blefefl auß bei ben Relationen: 
ae a' e 

af i 

3 1.1 

ef ea ' ea‘ ’ e * c ‘ 

ber Sali ifl, biefe alfo feine blo8 fpm6oIifße ©ebeutung paben , wenn 
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befümmett, worin biefe ©traten eine fefie ©erate fdjneiben, unb 
weun biefe beiben fünfte imaginär jtnb; fo, fagt man: bafj bie 
beiben ©etaben feibft imaginär flnb. — 

(Kan fann bie Sage jweier ©eraben auch bireft burdj bie 
SBinfel beftimmen, Weldje fie mit einer burdj ifjren Jurdjfdjnittö* 
punft geljenben feflen Sire hüben. 3>iefe SBinfel werben burdj 
ifjre Jangenten ober dotangenten befiimmt, unb bie Sage ber bei* 
ben ©etaben ift befiimmt, wenn man baö fßrobuft unb bie <Sum* 
me ber dotangenten fennt. d8 feien to,co' bie beiben SBinfel unb 
8,P refp. bie Summe unb baö fßrobuft ber beiben dontangcnten; 
fo ftnb festere bie SBurjefn ber ©(eidjung bc$ jweiten ©rabeö: 
cotg* x -f- S cotg x + P = 0, 

ober: 

cotg* x — {cotg cj + cotg a ‘ ) cotg x -f- cotg m . cotg «' = 0. 

2)ie Summe ber dotangenten befiimmt bie Sage einer ©eraben, 
wefdje bie Ijarmonifd) conjugirte ber fefien Sire in (Bejug auf bie 


jroel conjugit te (ßunfte, 
etwa a, a , imaginär 
finb. — Sejjt man in 
biefe (Relationen mit ima« 
ginären Segmenten für 
ae , af, a e , a f, aa' 
ihre Sluäbrücfe. (§. 55) : 

ae = e a -j- aa]/ — 1, af— — o f -f- a a]/ — 1, 

0 ‘e = ca — aa]/ — 1, a‘ f = — af — aa]/ — l,aa' — 2ua]/ — 1 
unb rebucirt gehörig ; fo erijält man in ber bie früfjern (Relationen 
mit reellen Segmenten unb (Stemmten toieber. — 

Offenbar fann man bie Sage bet beiben imaginären fünfte a,a‘ 
nidjt befümmen, wenn btoä bje beiben r e e U e n fünfte e,f gegeben flnb ; 
fobalb aber noch ei nö ber beiben ©lernen te a obere, b.f>. ea ober ea.ea' 
gegeben iff; fo ifi ihre Sage OoUflänbig befiimmt. — 3fi «gegeben, 
fo h fl t man : 

a a= — « a'= jh (]/ ae . uf )]/ — l=d! (]/ (.Oej* — (Oa) 1 ) ]/— t, 
unb wenn e — ea , ea‘ gegeben ifl, fo tjat man : 


ea.ea' 



Steuere ©eometrie. 4 


a 
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beiden gefugten ©eraben A,A! ifi 2>enn bebeutet F biefe conjugirte 
©erabe unb E bie fefie Sire, fo Ijat man: .. 

2 cotg QE,F) = cotg (E, Ä) -{- eotg (E, A‘), ($• 53) 

ober: 

2 cotg ( E,F ) = cotg a -f- c0 ^9 a • 

San fann alfo fagen: bah jwei ©erabe gleid^jeitig beftimmt 
werben, wenn man baö qSrobuft ber ©otangenten ihrer Neigungen 
gegen eine fefie Sire unb bie in 33ejief)ung auf bie beiben gefuchten 
©eraben ffarmonifcf) conjugirte ©erabe biefer Sire fennt. 2>iefe 
©erabe unb baö fßrobuft ber ©otangenten ber Neigungen fönnen 
alö bie jur Sefiimmung ber beiben ©eraben geeigneten ©lemente 
betrachtet werben. — 3)ie beiben ©eraben fönnen ungeachtet ber 
^Realität ber beiben ©lemente imaginär fein. — 933aö wir weiter 
oben über ©pfteme imaginärer fünfte unb beten SBejiefjungen ju 
anbern reellen $h e il en e * ner SlflU* haben, ifi ohne Seite* 
reö auf S^fienie imaginärer ©eraben anwenbbar, fo ba(j wir auf 
biefen ©egenfianb hi« nich?t weitet einjugehen braunen. — *) 

Theorie ber homogvaphifchen Steilung. 

§. 63. #omogtahh‘f$e Sheüung Jtt)eier ©eraben. — 
SBBenn jwei ©erabe fo geteilt ftnb, bah baö anharmonilche 93er* 
hältnih oon hier beliebigen a:^eUung6punflen ber einen bem ber 
hier entfpredjenben Sheilungöhunfte ber anbern gleich iff> fo 
werben wir fagen: bah biefe beiben ©eraben homographifch 
geteilt finb — ober: bah bie Sh.eüungöhunfte jwei fjo> 
mographif^e Stellungen bilben. — Sir werben fef>en, bahftch 
homographifChe^heilungen auf unenb lieh »ieleSlrten machen laffen. 

£omo graphifte ©üfchel. — Senn jwei ©traljlenbüfchel fo 
befchajfen finb, bah ba$ anharmonifche 93erhültnih oon »ier belie* 
bigen ©Wahlen be« erften 53üfchel0 bem ber riet entfpredjenben 

*) <88 finb in ®ejug auf imagtnär.e ©erabe ähnliche ®emtrfun* 
gen ju machen , mie in SS- 55 unb 6 i in ®ejiepung auf i m a g t n ä r e 
fünfte gemacht finb. — Sinbet man j.®. für bie Sangente be8 SinfelS, 
welchen eine ©trabe mit bet fejlen Sire E hübet, einen imaginären 
Strip => 9 — 1, fo wirb baburch angejeigt: bah bie fragliche ©erabe 

nicht mtpr in ber urfwünglichen ©bene, fonbern in etner burch bie fefie 
Sire gehenben, barauf ferfreepten ©bene liegt, unb mit biefer Sire einen 
SBlnfel hübet, beffen Sangente = q ifi. — U. f. ro. 
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©tragen beö jWelten gleich ift; fo nennen wir biefe SBufdjel f}o* 
mogtap^ift^e. — . :i 

§ 64. Sonf}rue|fon, jtt>eier homograph»f<hett 2f)ei> 
lungen. — 2Benn eine ©erabe L in ben fünften a, b, c, d, e, .... 
geteilt ift, unb man will eine jweite ©erabe L‘ homograpfifd) 
feilen; fo fann man auf biefet brei fünfte a',b',c' beliebig an* 
nehmen, welche ben brei fünften a, b, c ber erfien ©eraben ent* 

frechen, unb bit ben übrigen fünften d,e, entfpredjenben 

fünfte d‘e',..> butdj bie Sebingung befiimmen: baf ba$ anfjar* 
monifche Serfältnif ber fünfte a‘ ,b' , c' , d ' ; ic. bem ber fünfte 
a,b,c,d\ jc. gleich ift, fo baf man hat: 


ab . db 
ac de 


a'b ‘ 
a' c‘ 


d‘b‘ 
d' c‘ 


etc. (§. 9). 


3)enn wenn man bie ©erabe L' fo legt, baf fie mit L einen 
beliebigen SBinfel bilbet, unb ber $unft a' mit a jufammenfäHt; 
fo gehen bie ©eraben bb‘,cc',dd',... alle burch benfefben ißunft S 
(§. 25); folglich ift nach §. 12 ba« anharmonifdje Serfjältnif »on 
irgenb vier ber ißunlte a',b',c',d',e‘,... bem ber oier entfpredjen* 
ben ber fünfte a,b,c,d, gleich, unb mithin ftnb bie beiben 
©eraben bomograpb'f# flet^eift. — 

Ober: 2Jtan beflimmt nach ber 93orau3fefung bie fünfte <?, 
e', f, ... burdj bie ©letdjungen: 


ab 

db _ 

a'b' 

d'b' 

ac 

de 

a'c' 

d'c' ’ 

ab 

eb 

a'b ' 

e'V 

ac 

ec 

a'c ' 

e'c‘ ’ 

• 

m . =5 

• • • 

, . 


3)i»ibirt man bie beiben erfien ©leichheiten in einanber, um 
bie fünfte a,a ' ju eliminiten; fo erhält man bie ©leichheit: 
db eb .*d‘b' e‘b‘ 

de ' ec d' c‘ ’ e' e‘ ’ 

welche geigt: baf bad anharmonifche 93erhältnif ber »iet fünfte 
b,c,d,e bem ber hier fünfte b',c',d',e' gleich ift. — 

©benfo haben bie beiben «gpfteme b,c,d,f unb b‘,tt,d',f 
gleiche anharmonifche 93erl)ältmffe, fo baf f unb f refp. mit b,c, 
d unb b‘,c',d' fowofl alö e unb e' jwei gleiche anharmonifche 
5Berf)ältniffe bilben — unb auS bem, was eben in Sejug auf bie 

4 * 
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fßunfte d,e unb d‘,e' be»iefen ift, folgt: bafj bie beiben ©pfleme 
c,d,e,f unb c'yd'yt'yf gleite anfjarmonifcpe 93erf>&ltniffe Ijaben. 

— fDaffelbe gilt ober aud) »on ben beiben S^fiemen c,d,e,g unb 
c'fd'ye'yg', unb mitpin paben bie beiben ©pfteme d,e,f,g unb d‘, 
t',f,g‘ aucp gleite anparmonifdje IBerpältniffe. — Qrbenfo paben 
bie beiben ©pfteme d,e,/,/»unb d',e‘,f,h‘ gleidje anparmonifdje 
ffierpältniffe; folglich aucp e,f,g,h unb e‘,f, g‘, h‘. — U. f. f. — 

§. 65. Gonflruction jroeier pomograppifcpet 33 ü fc^ e I. 

— Um ju einem gegebenen ©tro^tenbüfe^el A,B,C,D,E... ein 
jmeiteö, pomograppifdjed ju biiben, fann man brei ©trauten 
A',B',C‘ beliebig annepmen, welche A,B,C entfprecpen, unb 
bann einen vierten ©trapl D' nacp ber Sebingung beftimmen: bafj 
baS anbarmonifcpe 33er^dltni§ ber »ier ©trauten A‘ , B' , C , D' 
bcm ber vier Strahlen A,B,C,-D gleich ift (§. 11), jc. 

2>cnn burdjfcpneibet man biefe beiben ©traplenbiifipel mit jWei 
$ranö»erfalcn, fo biiben bie 2)ur(pfcpnittöpunfte a, b, c, d, b', 
e‘,d‘,... nach bemCbigen j»ei pomograppiicpe Ipeilungen, moraufl 
folgt: bafj bie beiben Süffel pomograppifefc finb (§. 11.) — 

2lm einfacpfien fann man ju einem gegebenen Süffel ein po* 
mograppifcpeö conftruiren, wenn man baffelbe mit einer lEranfl* 
Verfale burcpfcpneibet, »elcpe ju einem ©trable beffelben, etma D, 
parallel ift. — 2)enn j»ei pomograppifcpe SSüfdjel A,B,C, 
D,..;A‘,B‘,C',D',... paben bie (Sigenfepaft: bafj fte j»el, ju jroet 
homologen ©traplen D,D‘ parallele ütanöoerfalen einfach 
proportional teilen, »eil alöbann bie entfprecpenben 2:peilung$» 

punfte d,d‘ in unenblicpet Entfernung liegen, alfo = 1, 

-^rV = l,... mithin: 
a c 

ab a'b' 
ac 1 a' c‘ ’ 
ift. 

§ 65a. 9Benn §»ei S:^ei!unqen auf j»ei ©eraben ju 
einer britten Speilung pomograppifip finb, fo finb fie 
aud) poniograppifcp unter fiep. - 

3)enn ba$ nnparmonii'cpe 93erpältnifj »on Pier fünften a“,b" } 
c",d“ ber britten % petlung ift foroopl bem ber »ier entfprecpen* 
ben fünfte a,b,c,d ber erften Jpeilung, ald bem ber »ier ent* 
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fpretbenben fünfte a',6',c',d' bet $roeiten Steilung gleid). golg» 
lldj ift bad anljarmonifdje Serljdftnifi ber Biet fünfte a, b, c, d bem 
ber Bier fünfte a', b', c', d‘ gleidj, unb mithin fmb bie erfie unb 
jrocite Sfjeilung ^omograp^ifc^i unter ftdj. — 

,&ieraud folgt: 2Benn Bon m et) rem Steilungen jebe jroei 
aufeinanberfolgenbe bomograpfjifdj fmb, fo fmb aud) jroei be* 
liebige berfelben ^omograp^ifd^. — 

Offenbar gilt bad ebenooit jroei ^omograp^ifc^en S Teilungen 
©efagte aud) Bon ljomograpf)it’djfn Süffeln. — 

§. 66. ©eometrifdje (Sigenfcfjaften jtoeier fjomogra* 
Pbifd) geteilter ©eraben unb jroeiet bomograpf)ifd)er 
©tra&lenbiifdjel. — Sfflenn Bon bemfelben 
fünfte q audgefjenbe ©erabe jroei fefie 
«■/_ «/ ©erabe ST..STJ in ben fünften a, a'; 6, 6'; 

4 c,c';... fdjneiben, fo tljeilen biefe fünfte 
Vv bie beiben ©eraben SL, SL' Ijomograpfjit'cij- 
/ — Senn bad anfjarmonifdje 33erf)ältnifj Bon Bier 

jx. beliebigen fünften a, b , c, d ber erften ©eraben ifi 

^ gleich bem ber Bier entfpredjenben fünfte a‘,b‘, 
e‘,d‘ ber jroeiten (§. 12). 

Offenbar ifi ber Surdjfdjnittdpunft S ber beiben ©eraben SL, 
8L‘ gleidjbebeutenb mit jroei Monologen Uffeilungöpunften — unb 
foll bedljalb ein gemeinfdjaftlidjer Q^unft beiber Steilungen ge* 
nannt »erben. — 

§. 67. Umgefeljrt: 9öenn jroei ©erabe ^omograp^ifc^ 
geteilt finb, unb if)t Surdjfdjnittdpunlt ein gemein* 
fdfaftlicber 3^^ci(unfl«punft ifj, fo geben alle ©eraben, 
roeldje je j»ei homologe Sbeilungdpunfte Berbinben, 
butdj benfelben Ißunft. 

Ser Seroeid folgt unmittelbar aud § 25. 


§. 68. 2Benn ©tragen Bon jroei fefien fünften 0, O * 

audgeben, unb fiel) paarroeife 
in^unften a,b,c,d... fdjneiDen, 
bie in geraber Slnie liegen} 
fo bilben biefe 6tral)Ien jroei 

tomograpf)if(t e 23ufd)el. — 

Senn ba bie Bier $uutte a,b. 



M (Srfte 2tbtbeilung. 

c,d in geraber binie liegen, fo ifl itjr anbarmonifcbed Serbättnif» 
bem ber »on ben fünften 0,0 ' auSgeljenben ©tragen gleich; alfo 
haben biefe beiben Süfd)et gleiche an^atmonifrtje 93erf)ültniffe, unb 
finb mithin bomogtabbifcb (§. 63). 

Offenbar fteHt bie Setbinbungölinie ber beiben SRittelpunfte 
0,0' ber ©trabtenbüfcbel gtt>ei jufammenfallenbe homologe ©(rafften 
bar, »eöbalb biefer Straft 00‘ ein gemeinfdjaftüdjer bciber 
Süffel fjeijjen foll. — 

§. 69. Umgefeljrt: SZBcnn gwei bomograf>bif<b« ©trab* 
lenbüfdjel fo liegen, bafi bie Serbinbungölinie ihrer 
SRittetpunfte ein gemeinfcbaftlicbet ©trabt ifi; fo fcbnei* 
ben fi<b bie homologen ©trabten beiber 33 üfc^e C in fjSunf* 
ten, bie in geraber ?inie liegen. — 2>et SBeroeid folgt unmit* 
tetbar aus §. 28. 

S- 70. SBenn j tt> e i ©erabe in ben paatweife einanber 
entfbtecbenben fßunften a,b,c,.,. unb a',b‘,c',... bomogra* 
bbifdj getbeitt finb, unb man nimmt auf einet Serbin* 
bungötinie aa‘ gweier entfprecbenben $beitung0bunfte 
g»ei beliebige fefie fünfte P,F’, fo fdjneiben bie ©eta* 
ben Pb, Pc,... refb- bie ©eraben Fb‘,Fc',... in fünften 
S,y,..., Welche in geraber 8inie ligen. — 

®enn biefe lebten ©eraben bitben gwei bomograbb'ftb e 
■ Süfcbet, »eit »ier ©trabten beö erfien 8üfcbet$ baffelbe anbarmo* 
niftbe Serbältnif haben, »ie bie »i« entfbretbenben ©trabten befl 
gWeiten; aber g»ei ©trabten Pa, Fa • fallen in biefetbe Diicbtung; 
folglich treffen bie übrigen ©trabten beö erfien Süfcbelö bie entipre* 
djenbenbed gweiten in fünften, welche in gerabetSinie liegen($.69). 

8- 71. SBenn g»ei bomograf>bif<be Süfcbet gegeben 
finb, unb man giebt burcb ben 2)urcbfcbnittöpunft gWeiet 
homologer ©trabten g»ei fefie Sranöoerfaten, welche bie 
beiben Süfcbet refb. in gwei fReiben öon fünften fcbnei* 
ben; fo geben bie®eraben, »etcbe bie $ur<bfcbnitt6f>unfte 
bet erfien Jranöoerfale mit ben entfbrecbenben ber gwei* 
ten »etbinben, burcb benfetben $unft. — 

2>enn biefe fßunfte bitben gwei bomograbbifcb* Steilungen, 
worin bet SJurcbfcbnitttyunft ber beiben Sranöoerfaten ein gemein* 
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ftaftlit** fßunft ifl. ftolglit geben nat § 67 bie ©eraben, 
»eit« bie übrigen, homologen $fjeHung#)nmfte paarweife nerbinben, 



§. 72. Sßenn jwei ®e* 
tabe in ben fünften a, 
b, e, ... unb a', b‘, c', ... 

bomograpbift geteilt 

finb; fo ftneiben fitje 
jwei ©etabe, wie ab' 
unb a'b ober ac‘ unb a'c , 
ober bc‘ unb b'c ic. Wef* 
te non jwei beliebigen 
fünften bet erfien ®e* 


taben nat ben in umgefeljrter Drbnung genommenen, 


entfpretenben beiben fünften ber jweiten geben, auf 


einer fejien ©eraben. — 


bejeid&ne ber hoppelte S3uc^flabe AB' ben 3)urdf)icfmitt0» 
punft ber beiben ©traben, inbem A ber erften unb B‘ ber jweiten 
angeljört. ferner fei A' ber entfprecijenbe fßunft non A unb B ber 
non I ? j fo wollen wir beweifen: bafj bet 2>urtftnitt0punft jweier 
®eraben, Wie ab' unb a'b, K. auf ber fefien ©eraben A'B liegt.— 
3Denn ba in beiben bomograpbiften Steilungen pi t 5 i fr fünfte 
a,b,A,B ben niet fünften a',b',A',B‘ entfprecfjen, fo iji baö an* 
barmonifte ffierljäUnif? bet erfien bem ber lebten gleit, unb folg* 
ii t ifi aut baö anbarmonifte 58etl)ällnif» ber non bem fünfte a 
auGgebenben niet ©eraben aa', ab‘,aA',aB‘ bem ber non bem 
fünfte a' auGgepenben nier ©eraben a'a, a'b, a'A, a'B gleit- 
2>tefe befben SBüfdjel haben ferner jwei nat aa' jufammenfaüenbe 
©tragen, unb folglich ftneiben bie brei anbern $aare entfpreten* 
ber ©Wahlen ftcf) in brei in geraber Sinie liegenben fünften (§. 69), 
nämlkf) m,A‘,B. 3)er fßunft m liegt alfo auf ber ©eraben A'B, 
unb ebenfo wirb bewiefen, baß bie 2>urd}fd)nitt0punfte n, ... auf 
A'B liegen. — 


. 2>a bie ben brei fünften a, b, c entfpretenben brfi fünfte af, 
b',c' beliebig angenommen Werben fönnen, fo bat «»on aut ben 
©a^: 

2Benn auf jwei ©eraben jwei SReiben »on bteMßunf* 
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ten a,b,c unb a‘,b‘,c‘ bie einanber paarweife entfpredjen, 
beliebig angenommen werben; fo liegen bie durcbfcbnittö* 
punfte m,p,n ber diagonalen ab 1 unb a'b, ac' unb a'e, 
bc‘ unb b'c in geraber Üinie. — 

da ab'ca'bc' einSecböetf ifi, fo fann man auch fagen: bie 
©egenfeiten eine« jwifcben jwei ©erabe t> efc^ r iebenen 
6ecb0ecfe6 fdbneiben fid? in brei in geraber 8inie liegen* 
ben fünften m,p,n. 

SBenn bie dbeilungöpunfte a, b, c , . . . ; a‘, b‘, c',... auf ben 

beiben ©eraben L,L‘ burdfjdranä* 
»etfalen befiimmt werben, welche 
oon bemfelben Ißunfte p auöge* 
ben; fo gebt bie ©erabe mn. 
Welche ber Drt ber durdbfd)nitt8* 
punfte bet diagonalen ber 93iet* 
ecfe aa'bb', bb'cc', je iß, offen* 
bar burd) ben durdjfdjnittöpunft 
S ber beiben ©eraben L,l!. 

Unb bie ©erabe mn 
fd&neibet bie dranflserfalen 
paa',p&6',.. in fßunften u. 
Welche bie batmonifd) conjugirten beö fünfte« p 
auf ben Segmenten aa',bb\... finb, fo bafj man bat: 

pa aa 

p a' aa' 

denn ba6 anbarmonifcbe 93erbältnifi ber öiet Ißunfte g,b, S, b' ifi 
einerfeitä gleich bem ber »ier fünfte p, a, a , a', weil bie brei ®e* 
raben ha, Sa, b' a‘ burdb benfelben f}3unft S geben, unb anbrerfeitö 
gleich bem ber »iet fünfte p, a‘, a, a, Weil bie brei ©eraben b a‘, 
Sa, b'a bureb benfelben 5ßunfl m geben. Solglidj ifi ba« anbar* 
monifd)« 93erbftltnijj ber »ier fünfte p, a, a , a‘ bem ber »ier fünfte 
p, a, a gljicb, unb man bat: 

Po . a'a pa' , aa' 

ga * a'a pa ' aa ’ 

ober wegen a'a* — aa': 
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P« . aa — 1 

ga‘ ' aa' 

JDie beiben fünfte g, a ftnb alfo in 33ejug auf a,a‘ batmo» 
nifdj confugirt. 

§ 73. SEBenn j»ei fiomogta’p^ifcfie 33üft^e! gegeben 
finb, unb man nimmt in bem erflen j»ei beliebige ©trab* 
len A,B, fo »ie in bem j»eiten j»ei b omotoge ©tragen 
A',Fj fo ge^t bie ©etabe, »eiche ben EDurcbfcbnittöpunft 

et beibennidjt homologen 
cablen A, B‘ mit bem 
rcbfdjnittöpunfte y ber 
ben anbern@tra£)len2?, A! 
binbet, immer burd) ben 
ben S -Punft, nämlich burdj 
i EDurhfdjnittabunft Q 
beiben ©trabten OQ, Ö'Q, 
oon ber erfie in bem er* 
i33üfdjel ber ©eraben 00' 
jn bem j»eiten, unb ber jtueite in bem jweiten ©äfcbel 
ber ©eraben 00 ' in bem etjien Süfdbel entfbridjt. — 

tDenn bie »iet ©trabten OA, OB, 0 0‘, 0 Q be« erften SBü* 
fdbelÄ geben bajfetbe anbarmonifcbe SSerbältnifi, atö bie »iet ©trab' 
len 0‘A‘, 0‘B‘, O'Q, O'O beö jmeiten Süfcbet«, unb Wenn biefe 
beiben SBüfdjel rcfp. mit ben ©trabten O'A', OA burcbfcbnitten 
»erben; fo erhält man j»ei fReiben »on fünften a,y, 0‘, m unb 
a, x, m‘, 0, beren anbarmonifcbe SSerbältnijfe gleid) ftnb. — 3n bie» 
fen beiben Siethen ift aber ber fßunlta gemeinfcbaftlicb; folglich 
geben bie 93erbinbungötinien xy, O' m‘, Oto ber brei anbern ffiaare 
homologer fünfte bunt benfeiben fftonft (§• 67). 9fun ifi aber 
Q ber E£urd)fcbnittö}>unlt ton Om unb 0'<o'; folglich gebt bie ©e* 
rabe xy ftetö butcb ben fßunft Q. — 

2)a in bem jmeiten SBüfcbet brei ©trabten beliebig ata ent» 
forecbenbe »on brei Strahlen bed erfien angenommen »erben Tonnen, 
fo bat man auch fofgenben ©a{>: 
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Senn btei Sin!el A, 
J?,Ceine gemeinfchaftlidje 
®etjne 00' f affen, fo f af* 
fen fe jwei auc^ biefelb e 
Sehne, unbbie fo beftimm* 
ten brei Seinen mm‘,nn‘, 
pp' gehen burdj benfelben 
fßunft o. — 

8. 74. Aufgabe. — 3n 
jwei fReitjen Bon Bier 
fünften, welche gleite 
anljatmonifche ffier^Ält*- 
niffe Ijaben, einen biefer 
fünfte ju finben, wenn 
alle übrigen gegeben 

- b ö-finb; j. 8. in ben beiben «Reifen 

a, b, c, d) a', b‘, c 1 , dl ben ffJunlt d‘ , 
Wenn aUe onbern gegeben ftnb, fo 
/y ^ — baff man ^ at: 

^ d'al . c'a' da . ca 

d'b‘ ‘ c'b‘ ~ db \eb ’ 

(Sr fi e Sluflöfung. — Storch „ 

^ ben fßunft a jielje man in einet 

beliebigen fRidjtung eine ©erabe unb nehme barauf a6 = a‘b‘, 
ay — a' c'. ferner jie^e man bie beiben ©eraben bG,cy unb butdj 
ihren Storchfcbnittöpunft O bie ©etabe Od, »eiche bie .£>ülf«ünie 
aff in einem fünfte ö fchneibet. ©nblidj nehme man auf bet @e* 
raben a'b ' baö Segment a'd' = aü, fo ifl d' ber gefudjte fßunft. — 
3)iefe ßonffcuction ifi auch ln bem ftalle antoenbbar, wo bie 
fünfte a',b',c' mit a,b,c,d auf berfelben ©eraben gegeben flnb. — 

3»eite Sluflöfung. — San 
jiehe bie ©eraben ab',ae', welche 
bie ©eraben a‘b,a'c refp. in ben 
fünften m,n fehneiben, unb bie 
©eraben a'd, ad' fchneiben ft<h auf 
ber ©eraben mn (8- 72); bie @e< 
rabe ad 1 ifi alfo befiimmt unb gibt 

ben Ißunft dl. — 
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2>ritte Siuflöfung. — 2J?an nehme auf bet ©eraben aa' 
jWei beliebige fünfte P, F unb jie^e 
bie ©eraben Pb, Pc unb Fb', F£\ 
fo fdjneiben bie beiben erfien bie bei» 
ben lefcfen refp. in ben fünften m,n 
unb bie beiben ©eraben Pd,P‘d‘ müf» 
fen ftch auf ber ©eraben mn fchnei« 
ben (§. 70); folglich ifl bie ©erabe 
F d‘ befiimmt, mitbin auch ber ißunft d‘. 

5)ie ßonftruction »ereinfadjt ft<^>, 
wenn man ju P, P' bie Durchfchnittö» 
punfte »on aa' mit bb‘ unb cc' nimmt; 
benn alöbann muffen ftch bie ©eraben 
Pd, Fd auf ber ©eraben cb' fdjneiben.— 
Sei jeber biefer Eonfiructionen fann 
auf jebet ©eraben einer ber gegebenen 
fünfte in unenblidjer Entfernung an* 
genommen werben. — 

§. 75. Aufgabe. — 3n jwei 
©trahlenbüfcheln OA, OB, OC,OD unb O'A', O'B‘,0'0, O'D', 



Welche gleiche anharmonifche Serhaltniffe ^aben, ben 
»ierten Strahl O'D ‘ be9 jWeiten Süfcljelö ju befiimmen, 
trenn alle übrigen Strahlen befannt finb. — 

Erfle Sluflöfung. — SJfan lege bad jWelte Sttahlenbüfdjel 
fo, baf fein SWittelpunft 0‘ mit einem fünfte Q beö Strahle« OA 
be« erfien Süfchel« unb fein Strahl O'A' mit OA jufammenfällt; 
b. h- bttrch ben IJJunft Q jlehe man jwei ©erabe Q8,Qy, Welche 
mit QA SBinfel bitten, bie refp. ben SBinfeln B'0‘A‘,C0'A' gleich 
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pnb, bann jieife man burd& bie Durd&fcbnitttyunfte tiefer ©eraben 
mit ben beiben ©traljfen OB,OC eine ©erabe L, unb enblid) burd) 
bin Durtbfcbnittdpunft d tiefer ©eraben L unb be« Strahle« OD 
bie ©erabe @d; fo bUbet biefe mit QO einen Sßinfel, welker bem 

SBinfel gleich ifi, ben bet gefudjte 
©tratjl O'JD' bed jweiten Stifcijeld 
mit Ö‘A‘ bilbet, fo bafi alfo biefet 
©trat)! beftimmt ifi. 

3»t>eite Stuf löf un g.— Wan 
jie^e burd) bie Durcbfd)nittdpunfte 
bet ©tragen OA, 0'B‘ unb OB , 
Ö‘A‘ eine ©etabe L, fotoie burd) 
bie Durd)fdjnittdt>unfte ber©trablen 
OB, O'C unb OC, O'B“ eine @e* 
tobe L‘ unb enblicty burdj ben Durdj* 
fc^nittöpunft , bet beiben ©eraben 
L, L‘ unb ben bet beiben ©tragen 
OD, 0' A‘ eine ©erabe; fo ge^t 
biefelbe butc$ ben 5Durc^fc^nittd» 
punft bet beiben ©eraben OA, Ö'D' (J. 73), tt>oburc§ atfo ber©trai)l 
O'JD' bePimmt ifi. — 



dritte Suflö» 
fung. — Durdj ben 
Durdjfdjnittdpunft a 
bet beiben Ijomoiogen 
©tragen OA, 0‘A‘ 
gietye man jroei 
Dtandoerfalen, tt>o< 
von bie eine bie btei 
©tragen OB,ÖC,ÖD in ben brei fünften b,c,d unb bieanbetn 
bie brei ©tragen O'B 1 , 0‘ C, 0‘D‘ in ben brei fünften b',c‘,d‘ 
d)neibet; fo gelten bie btei ©eraben bb‘,cc',dd‘ burd) benfelben 
fßunft ($. 71) man olfo burd) ben Durdjfdjnittdpunft P bet 

beiben erficn, welche befannt pnb, bie ©erabe Pd ; fo bePimmt biefe 
ben ipunft d‘, unb mitbin ben gefuchten ©tratjl O'JD'. 

Die burdj ben fjjunft a gezogenen beiben Drandoerfalen Pnb 
ganj roillfürtid) — unb bie SonPtuction »ereinfad)t pc$, »enn 
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man bie »om fünfte a burdj bie 
Durdjfdjnittöpunfte S,y ber «Straff* 
lenpaare OB, 0'B‘; OC, O'C ge* 
jogenen ®erab«n baju nimmt. — 2)enn 
Piflbet 2)urd)fd)nitt$punft ber Stralf* 
len 0‘B‘,0C, unb roenn man folg* 
lidf biefen IJJiinft mit bem 2)urdf* 
fdjnittöpunfte d von OD unb aS 
»erbinbetj fo fdpneibet bie ©erabe Pd bie ®erabe uy in einem 
fünfte d‘ , burcfi melden ber «Strahl O'D' gelft. — 



$. 76. SBerfdfiebene 21u6brü<fe für bie fjomogtapffifdfe 
Jffeilung jWeier ©eraben. — 3roeigliebrige ®leicf)ungen. 
— SBenn a, b , c brei fßunfte ber erften ©eraben unb a', b 1 , c' bie 
entfpredfenben fünfte bet jtoeiten ftnb, unb mann nimmt auf ber 
erften ®eraben einen »ierten f)3unft m millfürlid) an; fo wirb 
fein homologer IJJunft m' auf ber jweiten ©eraben bur$ bie Relation : 


am 

ac 

a' m' 

a! c' 

bm 

' bc ~ 

a'm' 

* b' cf 

am 

a'm' / 

’ ac 

a'c' \ 

bm 

b'm' V 

, bc 

b'c' ) 


qc of cf 

au«gebrütft, unb ba «ine confiante ©rdfje A ijl, fo 

fiat man: 


( 1 ) 


am . a'm' 

bm " b'm' 


SBenn alfo jwei ©erabe ffomograpf)ifdp getlfeilt finb, 
fo flefft bad SSerlfdltnifj ber Slbfldnbe eines beliebigen 
fünfte« ber erften ©eraben oon jroei feflen fünften ber* 
felben ju bem S3erlfdltnifj ber Slbfidnbe beS homologen 
fßunfteö ber jweiten ©eraben »on ben beiben feften f)o* 
mologen fünften berfelben in einem confianten S3erljdlt* 
niffe. — 

§. 7Ca. Umgefeffrt: SBenn jwei »erdnberlidfe fßunftem, 
m' jmei ©erabe ab,a‘b ' ln ©egmente tbeilen, beten SSet* 
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h&ltniffe in einem confianten SJerljdltnlffe 

bm o m 

fielen; fo bilben biefe beiben fünfte auf ben beiben ®e* 
taben jwei ^omogr^if>&ifc^e Jfjeilung^n. — 

S)enn wenn c,c' jwei befonbere Sagen bet beiben fünftem,»»' 
ftnb, fo bat man bie beiben ©leidjungen: 


am 

a'm' 

ac 

, a'c' 

bm 

b' m‘ 

’ bc 

' b'c' ’ 

morauö folgt: 



Cb >Hi 

am 

ac 

a'm' 

a'c' 

bm 

bc 

b'm' 

b'c' ’ 


unb ffieraud fte^t man, baff bie beiben fünfte m,m' jroei ffomogra» 
pfjifcbe 3;f)ei(ungen bilben. 

§. 77. fDfan fann ber (Sonfiante X einen felfr einfachen geo* 
metrifdjen Sluöbrucf geben; benn nimmt man ben *J3unft m 1 in un* 
enblidjer (Sntfernung an, unb ifi J bie entfpredfenbe Sage be« 
fünfte® m auf ber erfien ©etaben; fo bat man: 

a'm' < aJ a 

d'm' ~ ' bJ ~ ' 

(Sbenfo f)at man, roenn J“ ben IJJunft ber jmeiten J^eiiung b e* 
jeidfnet, welcher bem in unenblicber Gntfernung liegenben fünfte 
m ber erfien entflicht: 


@6 läfjt fidj leicht geigen , bafj biefe beiben 2lu6brütfe "bon A 
einanber gleich ftnb, nämlich: 

aJ __ b'J' 
bJ ~ a'J' 5 

benn wenn co, cd' bie auf beiben ©eraben in unenblicber ffint* 
fernung liegenben fünfte bejeiebnen, fo fann man fefcen: 

aJ . a cd a' cd' t a'J* 

b'J : 6 os ~ 6' oo' * b'J' • 
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weldje ©leidjung ridjtig ift, weil fie audbrütft, baß bte »iet fünfte 
a, b , J, co auf bet erften ©eraben unb bie oier fünfte a', b‘, oc', J 1 
auf bet jweiten gleite anljarmonifdje ®erijältnljfe Ijaben. — 

9fad) bem Obigen ift offenbat J ein fefier, oon a, b unab* 
gängiger fßunft. ffienn atfo einer biefer beiben lebten fünfte 
beliebig angenommen ift, fo fann man ben jweiten fo wdßlen, baß 
bie Eonflante X einen beliebigen pofttioen, ober negativen ©ertlj 
befommt, unb man fann fogat X = — 1 machen, ju welkem 3wede 
man bie fünfte a , b nur ju beiben Seiten beö fünfte« J in 
gleiten 2lbfidnben $u nehmen braucht. — 

©enn X = -f- 1 fein fotl, fo forbett ba« SSerljdltniß 

baß ber Ißunft <7 in unenblidjer Entfernung liegt; b. I). bem auf 
bet erften ©eraben in unenblidjer Entfernung liegenben fünfte 
muß audj auf ber jweiten ©eraben ein in unen blichet Entfer* 
nung liegenbet $unft entfpredjen. — 

®ie ©leidjung, wel$e biefen befonbern 5aU ber Ijomogta* 
pljifdjen Steilung jweiet ©eraben au«brü(ft, ifi: 

am a'm' 

bm b' m' ’ 


unb bie beiben ©eraben finb dljnlidj ober in proportionale 
Steile geteilt; benn aud ben leßten ©lei^ung folgt: 


ober: 


am 

am — bm 


a' m‘ am a'm' 

a'm' — b'm' ’ ab a'b, ’ 


am 

a'm' 


ab 

JT'““ 


©an fann alfo fagen: ©enn jwei ©etabe in proportio« 
nale Steile geteilt finb, fo finb fie audj §omogtap§ifdj 
geteilt; aber nur unter bet Sebingung, baß bie auf 
beiben ©eraben in unenbli<$et Entfernung liegenben 
fünfte jwei homologe I^eilungöpunfte finb. — 


8. 78. Unterfudjung ber ©lei^ung Cl). — Xiefe ©lei* 
djung mit oier Segmenten fann fo getrieben werben, baß fte nur 
brei, ober jwei Segmente entßdlt, Wenn einer, \bet jwei ber fefien 
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fünfte in unenblidjet Entfernung angenommen »erben. Denn 
bie urfprünglidje gern ber ©leidjung (1) ifi: 

am % ac a'm ' _ a'c' 

bm ' bc b'm' ' b'c' ’ 

ober: 

a'm' bm / a'c' \ 

am — —r — — . -j l ac i — ) , 

b'm bc v b'c ) 

unb wenn ber fßunft 6 in unenb lieber (Entfernung angenommen 
wirb; fo mitb unb man Ijat: 


( 2 ) 


am — (i. 


a'm 1 

b'm' 


t 


»o fi eine (Jonfiante bebeutet. — 

2Benn audj ber fßunft a' in unenblidjer Entfernung ange» 

d* TTl* 

nommen »irb, fo ifi — 77- — 1, unb bie ©lei^ung wirbt 
o c 



S 79. Eö fei J bet *J3unft a ber erfien ©eraben, welcher bem 
unenblidj entfernten fünfte ber jweiten entipridjt, unb J 1 ber 
fßunft b' biefer jweiten, weldjer bem unenblidj entfernten fßunfte 
auf ber erflen ©eraben entfpric^t j fo ifi bie ©leidjung: 

(3) Jm . J’m' — X. 

SBenn alfo j»ei ©erabe bomogtapbtf(5 getfjeilt'finb, 
unb man nimmt auf J et er ben fßunft, welcher bem unenb* 
lid? entfernten auf ber anbern entfpridjt; fo ifi baö fßto* 
buct ber Slbfiänbe irgenb jweier homologen fünfte oon 
ben fo befiimmten beiben fünften confiant. — 

Umgefebrt: 2Benn man auf jwei ©eraben »on j»ei fe* 
ften fünften auö j»ei foldje fßunfte nimmt, bafj ba« 
ffjrobuft i^rer Slbfidnbe öon ben beiben fefien fünften 
confiant ifi; fo feilen biefe beiben fßunfte bie beiben 
©eraben homogranljtfdj. — • 

Denn eö feie» J, J 1 bie beiben fafien fünfte, unb m,m‘ j»ei 
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auf ben beiben ©traben fo genommene fünfte, baß Jm .J'm' = ü 
ift. ferner feien a,a‘ }»vei entfprecljenbe Sagen ber bfiben fünfte 
m,m‘, fo baß Ja.J’a' = A ift; fo geben biefe beiben ©leichungen: 

J nt - > J'm' 

Ja ' J‘a‘ ’ 

nnb wenn u,v‘ bie auf ben beiben ©eraben in une üblicher ©nt« 
fetnung liegenben fünfte bezeichnen, fo fann man fefctn : 

Jm _ um v'm' _ J'm' 

Ja ua v'a' J 4 a' 

35ie vier fünfte a, J, u, m unb bie ihnen entfpredjenben vier 
fünfte a',v‘,J',m‘ haben alfo gleiche anljarmonifcjje 33er^ÄItniffe, 
unb »venn bie brei erften a, J, u unb bie ifynen entfprechenben a‘, v‘, 
J feft bleiben; fo lljeilen bie beiben anbern m,m ' bie beiben ©era« 
ben homographifch- (§ ü‘4). 

§. 80. Semerlung über bie 3eid)en -f unb — . 2Benn 
man bie fyomograpbinfyr Teilung jtveiet ©eraben burch bie ©lei* 
$ung: 

a in a' m' 

6k m b' m' 

auSbrücft, fo ift eS nicht notßmcnbig, ben Sinn feftjufefcen, in »vel* 
djein bie Segmente al« pofitiv, ober al« negativ betrachtet tuet« 

ben, »veil jebe« ber 93erhältniffe — , ~^i~r ein von biefer 2ln* 

nähme unabhängige« 3eichf>» + ober — hat (§. 8). $>ie Sage be« 
fünfte« m gegen bas Segment ab ift jur »öeftimmung beö 3 f i^en« 

be« Serhültniffe« h*nreichenb, »voburd) auch ba« 3 f ^n be« 

o! m! 

Serbältniffe« — — — unb mithin bie Sage be« fünfte« m' beftimmt 
u m 

»virb, »veldjer auf ben» Segmente a'b', ober außerhalb beffelben 

liegt, jenachbem baö ißerhältniß baö 3 e i^ f n — ober -f- hat, 

fo baß bie Hheilung ber. j»veiten ©eraben. ohne alle 3'oeibeutigfeit 
conftruirt »virb. — 2lber baffelbe ift nicht mehr ber gaH, »venn man 
bie ©leichung: 

9fturrt ©tomttric. 5 

*• • '& i*» ’ 

’ . - wESrnm 

9 * 
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ffitfU 6t Teilung. 


am = L 


a‘m‘ 

b'.m' 


nimmt, unb man mu& aldbann notf>wenbig ben Sinn befiimmen, in 
meinem ba$ Segment am f>ofiti», ober negati» ift. — 

Ebenfo mu|? man, wenn man bie ^omograp^ifc^en Steilungen 
burd) bie ©leidjung: 

% 


auöbrürft, ben ©inn feflfefcen, in welkem ba« Segment b'm' 
tip ifi. 

§. 81. S)reigliebrige © leicfcungen. — 2>ie ©leidjljeit bet 
anfjarmonifdjen ffiert&ltniffe jweier ©tjfteme »on Pier fünften a, b, 
c,m unb a‘,b',c',m' wirb nad) §. 30, ©1. (2) burct bie brei* 
gliebrige ©leic^ung : 


b m * bc 'b'm* b* a* 

T 

auögebrüdt, ober wenn man-^- = 1 unb —~r =#* f e !& butt^: 

ac ca 


( 4 ) 


X. 


am 

bm 


+ f*- 


c m 
b‘ m‘~ 


= 1 . 


SBenn alfo auf einer erfien ©eraben jwei fefie fünfte a, b unb 
auf einer jmeiten ©eraben jwei fefie fünfte 6'c' genommen wer* 
ben, wooon ber erfte 6' willfürlicfe, aber bet jweite c' ber tcmologe 
ipunft »on 6 ift; fo brürft biefe @leid)iing bie bomograpbifdje ZfytV 
lung ber beiben ©eraben auö. SDiefe breigliebrigen ©leidjungen 
werben oft angewanbt. — 

3>a bie brei fßunfte a ) b,c‘ willfütlidj ftnb, fo fann man 
auf jeber ©eraben einen baoon ftdj inö Une n blidje entfernen laf* 
fen, woburdj unenblidj Werbenbe Segmente »orfommen, weldje 
SBerfj&ltniffe = 1 geben, wie in ben jmeigliebrigen ©leidjun* 
gen. — 

SBenn a in unenblidj er Entfernung liegt, fo wirb bie ©lei* 
djung (4): 


(S\ 


X . c' m' 

bm ' ^ ’ b’m' 


= 1 ; 


Digitized by Google 



$&eorfe ber pomogranblfdjen Xbeltung. 


6T 


wenn a unb b' unenblidj entfernt finb, fo wirb jle: 
( 6 ) - 5 = 


unb wenn a,c‘ ftd) in$ Unen bliche entfernen: 


( 7 ) 


JL__i — üf_ —i. 

bm ' b'm‘ 


3ebe biefer Steigungen brütft bie attgemeine Ijomogra» 
ptjifdje Steifung {Weier ©eraben au$. — 

§. 82. 3n bet testen ©teidjung tfaben bie ßonftanten l, (i feljt 
einfache geometvifcfye Stuöbrürfe. 3)enn wenn m‘ unenbtid) ent» 
feritf unb J ber entfpredjenbe f|3unft ber erften ©eraben ift, fo wirb 

biefe ©leidjung —j- = 1. Sejeidjnet ebenfo J* ben ffjunft ber 

{Weiten ©eraben, Wetter bem unenblidj entfernten ber erften ent» 

fpridjt; fo f)at man -jjrp- = I, unb bie ©leidjung wirb: 


bJ . b'J' _ 

bm b‘m‘ ~ 1 ' 

3)iefe ©leidjung briirft atfo bie tjomograpljifdje Leitung jweiet 
©eraben aud, inbem J ber fßunft ber erften ift, Welcher bem in 
unenblidjet (Sntfernung auf ber {Weiten tiegenben .fünfte ent» 
fpridjt, unb J‘ ber fßunft biefer {Weiten ©eraben, welcher bem un» 
enblid) entfernten auf ber erften entfpridjt, wäfjrenb b,b' jwei be» _ 
(iebige Ijomologe fünfte finb. 

SEBenn alfo a,a‘ jwei anbere homologe fünfte finb, fo Ijat man 
bie beiben Relationen : 

bJ b'J' _ . 

bm ' b‘m‘ ’ 

aJ , a'J' ( 

i ; * y 

am am 

fo bafj {Wei biefer brei ©leidjungen bie britte jur golge Ijaben. — 

§. 83. 3n bem befonbern Sötte, wo bie beiben ©eraben äljn» 

Udfj ober in proportionale Steile geteilt fwb, ftnb bie beiben, 

5* 
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ffirftt *a&t§tUut!9. 


in unenblidjet ©ntfernung liegenben fünfte correfponbirenbe 
(§. 77), fo bo* man ft« f fir » 5c $ unfte h > v nef > men ,ann > unb d *‘ 
bann wirb bi e ®leict)ung (4): 


( 8 ) 

2)iefe ®leid}ung 


l . am + p . c 1 m 1 = i ■ 

bröcft atfo au6, baf »wei®er5be in propor» 


lionalc arbeite ßetf)eUt ftnb. 

©ie beibett (Sonanten X, p haben M* Ö fomf ‘ ri ^* 

Siudbrütfe ; benn l&ft man ben «Punft m mit o julammenfallen,^ fo 

fäat m‘ mit a ‘ jufammen, unb man bat p . c'a‘ = 1, all» f* = c < a < - 

üDeögleidjen , ba c' in bet »weiten Teilung 'ber homologe $unft 

„o„ c in ber erften ift, fo bat man X = -^. 2>ut* ©ubfii.ution 

biefer SBertbe wirb Cie ©(eicbung (8): 


am c' m‘ 
ar ’’ c'a' 


= 1 , 


unb eö läft ftd) leicht »eigen, bab biefe ®fei<bung auf bie in %. 77 
erhaltenen beiben gormen: 


am 

ac 


a'm' a m 
c'n 7~ ’ a'm' 


ac 

a'c' 


gebracht Werben fann. 2>enn fefct man : 

. c' m — a' m' — a! c' , 


fo wirb fie: 

am 

ac 


a' m‘ 
c' a' 


= 0 ober 


am 

ac 


unb wenn man m biefer ®leicbung fe&t: 


a' m' . 
a'c' ’ 


ac = am 


cm , a c 


• = a'm‘ — c'm‘, 


fo wirb fte: 

am 

am — cm 


a' m' 

~a‘m‘ — c'm' 


am a' m‘ 

c m C m' 


' ®Jan ficht leidet ein, bab bie Semetfung in S 80 über bie 
9?otbwenbigWt ber Slngabe bed ©inneO, in Weldjem bie pofUi»en, 
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orie ber homographtfchen l^fllung- 

©bet negativen Segmente genommen werben muffen, aud) in ©ejug 
auf bie ©leidjungen (5), (6), (7) unb (8) gilt. — 

§. 84. 2>ie ©leidjung (6) führ* ganj einfach auf eine inte» 
reffante Gigenfdjaft jweiet §omograp^if(^er Teilungen, welche barin 
befiehl: baff man von einem gegebenen fünfte ber erften 
Steilung au« immer jweiSegmente nehmen fann, welche 
ihren homologen in ber ^Weiten $ffeilung gleich finb; 
aber ba« eine mit bemfelbett unb ba« anbere mit entge» 
gtngefefcfem 3eid?en. — 

3)enn bie beiben J.^eilungen werben burch bie ©leidjung: 


audgebrüdt, unb wenn ba« Segment am feinem Ijonwlogen a'm! 
gleich unb von bemfelben 3 e * < t> en fe> n f° tD >rb 
m burch bie ©leidjung: 

am == X + ft 

beftimmt. Sou bagegen ein Segment aM feinem homologen a' M‘ 
gleich unb von entgegengefeffteni 3cidjen fein, fo f^t man: 

a'M' = X — ft, 

unb wenn man für bie Gonftanten X, ft ihre Siudbrütfe fefff; fo ifi: 

. am — aJ -f- a' J' , 
a'M' — aJ—a'J'. 

©eifpiel 1. Söenn man um einen feften 
Punft q ftch eine $ran«verfale brehen läfft, 
welche bie beiben ©eraben SA, SA' in ben 
fünften m,m‘ fdjneibet; fo beftimmen biefe 
beiben fünfte jwei homographiidje 3^t)eilimaen, 
bie burch ben Punft q ju ben beiben ©eraben 
gejogenen parallelen beftimmen bie beiben 
Punfte J, J‘, unb bie Tomographie Wirb burd) 
bie ©leichung: 

SJ , _S£__ j 
Sm , Sm‘ 

au«gebrürft (§. 82). 2Bir woßen annehmen, 
baff bie pofitiven Segmente in bem Sinne 
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<S r fl e Ql b t f? e i l u n g. 


gegen A unb A‘ ju genommen »erben, unb bie negati»en Seg* 
mente in entgegengefefcten Sinne. 

Sßenn Sm l =Sm ' 1 feir\, foD, fo §<tl man: 

Sm, = SJ + SJ'. 

3n ber gigur ifi SJ pofitl» unb SJ ' negati»; man mujj 
folglich J oti =SJ »on J gegen S ju nehmen, »oburdjt ber fßunft 
m t beftimmt »irb. — 

2Öenn SM = — SM' fein foll, fo Ijat man: 

SM—SJ — SJ, 

unb ba SJ in ber gigur fd»n negati» ifi; fo ifi ber 3'iblen»ertf) 
»on SM= SJ-\- SJ‘. 9iimmt man alfo oon J au$ in bein pofi* 
ti»en Sinne JM=SJ', fo ift b«$ Segment SM beftimmt. 

SJeifpiel 2. Sßenn man »on 
einem fünfte g ber SSafiö eineö 
IDreierfeö SAA' bie £ran$»erfale 
gmm 1 fo jiefjen foU, bafiAm = 
+ A'm' »irb; fo ifi bie Sluflö* 
fung biefelbe. gür eine beliebige 

Sraröoerfale £>at man: 

AJ A'J __ 

Am + A‘m‘ ’ 

unb für Am — + A'm‘: 

Am — AJ + A'J' 

Um biefe 9lu«brücfe »on Am confiruiren ju fönnen, muf? man 
»iffen, in »eldjem Sinne bie pofitiven Segmente auf ben@eraben 
SA, SA' genommen »erben. — 

Sßenn bie beiben Segmente Am, A'm' in einem gegebenen 
SSerljältniffe ftefjen follen, fo baf) Am = ±XA'm' ifi; fo t»irb 
Am burdj bie (Steigung: 

Am = AJ± XA'J'. 

bcüimmt; allein biefe Aufgaben ftnb nur fpecielle gdlle beö »on 
Slpolloniuö fogenannten fßroblemeö »om Siaumfdjnitt, »o.* 
»on mit fpdter eine allgemeine Sluflöiung geben »erben. Jjiet 
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?! 


war unfere Slbftcftt blo«: bie in bem obigen Safte iiegenbe ©igen* 
ftftaft ber beiben ftomograpftifdjen Steilungen ju bereifen, unb an 
einem Seifpiele ben ©ebtautft ber 3eicften + wnb ~ bei ben 21n» 
toenbungen biefet Sfteorie ju jeigen. — 

8. 85. Slnbere breigliebrige ©leitftungen. — fDian lann 
jtt)ei ftomograpftifcfte Sfteilungen aucft burdj bie ©leicftung: 


am 

a'm' 


bc . a'n' -f- 


bm 

b‘m‘ 


ca 


6V + 


cm 

Tw 7 


ab 


c'n' — Q 


auöbrütfen, roo a,b,c brei fefic fünfte ber ctfien Steifung, a‘,b‘, 
c‘ brei ftomologe fünfte unb »' einen roillfürlicften feften itfunft ber 
jroeiten Sfteilung bebeuten (8. 30), ober roenit ber fßunft n' unenb* 
lieft entfernt angenommen wirb, bureft bie ©leidpung: 


am 

a'm' 


fc c -f- 


b m 
b'm' 


c a — j— 


cm 

c‘m‘ 


ab. 


§. 86. Siergüebrige ©leicftwngen. — fei a ein fe* 
fiet ißunft ber erfien ©eraben, b' ein beliebiger fefter fßunft ber 
jweiten, unb m,m‘ feien gwei beliebige entfpreeftenbe ißunfte beiber 
©erabeHj fo finbet jwifeften ben beiben Segmenten am, b'm' 
immer bie ^Relation fiatt: 

am . b'm 1 -f- X . am -f- p • b'm' -j- v — 0, 

worin X,ft,v confiante ©oeffteienten ftnb. — 

Um bie Sficfttigfeit biefer ©leidftung ju beweifen, Wollen Wir 
auf bet jweiten ©eraben einen $unft a' betrauten, weldpet ber 
entfpreeftenbe fceö *punfteö a ber erften ©eraben ifi, unb auf bie» 
fer ben fßunft b, welcftet bet entfpreeftenbe beS fünfte« b' ber 
jweiten ifi; fo ifi (8 76): 

. . am , a'm' 

v / bm bm 

ober: 1 

am .b'm' — k . bm . a'm' . = 0 . 


2>a mit nur bie Segmente am, b'm' beijubeftalten ftaben, fo 
wollen Wir für bm unb a'm' iftre Sluöbrücfe: 
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Cfrflt % 6 tp eilung. 


(?) bm = am — ab,a'm' = b‘m ‘ — b'a' 

fefcen, unb alöbnnn fommt: 

am . b'm' — k (am — ab) (b 1 m' — b'a') = 0, 

ober: 

am. b'm' (1 — fr)-j- k . b'a' .am + k. ab. b'm'— k. ab. b'a' =0 *) 
ober : 

am b'm' -f- i. am -}- ft . b'm' v = 0, w. j. b. w. 

Offenbar muffen in biefer ©leic^ung , fo. wie in meffrern ber 
oorhergeffenbeit, bie «Segmente am, b'm' bie cntfpredjenben 3* id) e n 
&aben, Wad aud} au« ber Slbleitutvgdart bex ©leidjung felbff folgt, 
benn wenn cd audj n idjt burd?auö nötfffg ift, ben Segmenten in 
ber ©leidjung (a) 3 l ’idKH ju geben, fo muffen ffe bodj in ben fRe* 
lationen (?) foldje haben (§. 2), unb folglid) auch in ber barauö 
abgeleiteten ©(eidjung. — 

Ober: ($& feien J unb J‘ bie beiben fünfte, welef^ refp. auf 
ber elften unb jweiten ©eraben ben auf ber jweiten unb erften un* 
enblid) entfernten fünften entfpredjen; fo Ijat man (§. 79): 

Jm .J'rri' — const. 

9fun ift aber: 

J m — am — aJ unb J'm' — b'm' — b‘J'\ 

folglid}: 

{am — aJ){b'm‘ — b'J') = const. 

ober: 

am . b'm' — am. b'J' — b'm . aJ— const. w. b. w. f. 

§. 87. 3ur Söeffimmung befl geometrifcfjen ?lu$brurfed ber Gon. 
fitante wollen »wir ben fßunft m mit a jufammenfallen (affen, unb 
(6 fei a' bie jntfpredjenbe Sage be$ fflunfteö m'j fo ift: 

— b' a' . aJ = const. 


*) Statt ber Gonflante k fann man jwei homologe fünfte c, c‘ ein- 
führen, unb alSbann iff: 

^ ca c' a' 

cb c' b' 
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ober wenn angenommen Wirb, baff m' mit b' unb m mit & juiarn* 
menfdllt: 

— ab . b'J 1 = const. 

55ie ©leicfiung Wirb folglity: 

am .b'm' — am . b' J' — b'm' . aJ-\-aJ.b'a' = 0, 

ober: 

am. b'm' — am. b'J — b'm' .aJ + b' J . ab = 0 . 

Umgefefjrt: SBenn man auf jwei ©eraben »on jwei fe* 
(Jen fünften a,b‘ au 6 jwei Segmente am, b'm' nimmt, für 
Welche ftetö bie Relation: 

am . b‘ m' -\- "k . a m p . b' m' v — 0 

ftattfinbet; fo bilben bie fünfte m,m‘ jwei ^omograp^ü 
fdje Steilungen. 

2>enn nimmt man ben *J3unft m in unenblicljer (Entfernung 
an, unb ift J‘ bie entfyrectjenbe Sage beö fpunfted m'; fo rebucirt 
ftd) bie burd) am = ao bioibirte ©leicfjung auf: 


woraus folgt: 


b'J' + X = 0 , 
X = — b‘J'. 


2)aög(ei($en, Wenn m' in unenblic^er (Entfernung angenom» 
men Wirb, unb J ifJ bie entforedjenbe Sage beS fünftes m auf bet 
erften ©eraben; fo finbet man: 


[i = — aJ. 

2>ie gegebene ©leidjung wirb folglich : 

am .b'm' — b'J' .am — a\J .b‘m‘-\-v — 0,’ 

ober: 

{am — aJ) {b'm' — b'J') — aJ . b'J' -j- v — 0. 


9?un ifJ aber: 

am — aJ — Jm unb b'm' — b'J' — J'm'j 


folglich: 


Jm . J'm' — aJ .b' J‘ — v, 
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unb ba ber jweite Steif biefer ©fehfcung conflant ifi; fo bejümtnen 
bie beiben fünfte m,m‘ jwei tomograptifö* Teilungen (§. 79). 

Ober: 2Benn r unb p bie beiben Segmente am,b'm' bejeicfy* 
nen, fo roirb bie ©feictung: 

rp-j-^r + ftp-f-v — O, 

ober: • . 

r (p + *) + P9 + v = 0, 

unb toenn bie beiben »eränberlicijen fünfte m,m‘ jtt>ei tomogra* 
ptifcte Steifungen bilben foßen; fo muß bafl antarmonifcte 93er* 
bäftniß ber vier fünfte, woju m geßört, bem antmmonifcten 93er* 
täftiiiffe ber vier fünfte, moju m‘ gehört, gleid) fein. SBejeidjnen 
alfo r,r',r",r"‘ bie ben erften »ier fünften entfprectenben Segmente, 
unb q,q‘,q“,q‘" bie ben »iet festen entfpredjenben; fo n>irb bie 
©leictteit ber beiben an^armonifc^en SBer^äftniffe auögebrütft buretit 



Die fRelntion sft>ifd)en r unb p gibt nber: 


unb ebenfo: 
folglich: 
unb ebenfo: 
9J?itf)in ift: 
unb ebenfo: 
fofgfidj: 


vq + 
0 + * 


r 


// 


0" + * ’ 


(v — Xp)(p — e , 
~ (p + *)(p" + *) 


(v-M(p-p"0 
(p + X) (p'"4 _ *) 

r — r" p — p" p'" -f- X 

r — r'“ ~ p - p'" ‘ p" + X ’ 

r'—r" p'— p" 0"'+X 

r' — r"‘ ~ p' - p"' ’ 0" + X ’ 
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r — r" r‘ — r" p — p" p' — p" 

r — r 777 " ‘ r' — r‘" ~ p — p'" 7 g' - p : ‘ ; ' 

Qt ifl alfo b i r ef t bemiefen, bah bie ©leidjung: 

a m . b'm' + * • a m -f- (i . &' m' + v = 0 

bie ^omogra^^ifc^t Steilung jiteiet ©eraben au6brücft. — 

§. 88. 2Bir ^abert bie gcometrifdjen 2Ju3brüefe ber btei Soefft* 
cienten X,p,v gefunben, inbem mir »on ber ©(eic^ung: 


Jm . J'ml = contt. 

auögingen (§. 86); allein man fann fte aud) bireft beftimmen. — 
@3 fei J ber Q3unft ber erften ©eraben, welcher bem unenblid) 
entfernten auf ber jmeiten entfprid)t; fo Ijat man, menn man in ber 
©leiefjung b'm' unenblidj fefct: 


unb ebenfo: 


aJ -f- fr — 0, alfo [i = — aJ, 
X = —b‘J‘, 


roo J‘ ben 5)3unft ber jmeiten ©eraben bebeutet, melier bem um 
ettblich entfernten auf ber erften entffmdjt. — 2>ie ©leidjung mirb 
folglich: 


am . b'm ' — b'J 1 . am — aJ. b'm' -|- v = 0. 


gut bie beiben SBertfje ber Sonftante v haben mir in §. 87 
bie beiben 2ludbrütfe aJ.b'a' unb b'J'. ab gefunben, fo bafi bie 
©leidjung wirb: 

am . b' m' — V JP .am .aJ .b'm' -)- aJ.b'a' (ober b‘ J' . ab) — 0. 


25ie ©leidjljeit biefer beiben 3Bertf>e »on v unb ber ©runb ba« 
ton Iaht ftd> leicht geigen; benn bie ©leidjung: 

aJ.b'a' — b'J'.ab 
fann fo gefdjrieben metben: 

aJ _ b'J 
ab ~ b'a' 3 


unb unter biefer gorm brtitft fte au3: bah ba3 anljarmonifdje 93«' 
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^ä(tni^ ber »irr fünfte a,b,J, <x> bem b« »1« entfbredjenben 
fünfte o', b', ao ', J 1 gleich ifi. — 

§. 89. homogene »ietgliebrige ©leid) ungen. — Sßenn 
groct ©ccabe ^omogra|3^iff^ g e t^cift ftnb, unbman nimmt auf btt erften 
jroei beliebige fefle fünfte a, c, unb auf bet j»eiten }»ei beliebige 
fefte fünfte b', d‘) fo wirb bie bomogra^ift^e S&eilung auSgebrücft 
burdj bie homogene ©leidjung: 


( 1 ) 


a m 
c m 


b'm' 

d'm' 


+ * 


am 

cm 


+ 1 


b'm' 

d'm' 



23e»eiö 1. (56 feien p,q‘ bie tefp. auf ben beiben ©eraben 
in unenblidjer (Intfernung liegenben fünfte, fo fann bie ©lei, 
djung »ie folgt getrieben »erben: 


/ am. ap\ . W)_l v==0 . 

^ \cm ■' cp) \d‘m'' d'q')' lern cp) d'q) 


3)a biefe lcfcte ©leicbung auö anbarmonifdjen SBerbMtniffen be« 
fleht, fo batf man fagen: bafj fte auö ber ©leicbung (I) b flcVot ft e ^> 
felbft wenn bie fßunfte p,q‘ in enblidjen ©ntfernungen genommen 
»erben ($. 14), fo bafj, »enn bie ©leidjung (l)bie bomograpbifdje 
Übeilung jWeier ©eraben auflbriicft , bie ©leidjung (2), »orin a, c, 
p brei beliebige fefte fünfte auf ber erfien ©eraben unb a', d‘, q' 
brei foldje fünfte auf bet j»eiten ftnb, ebenfalls bie bomograpbifdje 
^beilung ber beiben ©eraben auSbrücft. — Slber in (2) fönnen bie 
beiben fünfte c, d' in unenblidjer (Sntfernung angenommen »et« 
ben, unb alSbann »irb fie: 


( 3 ) 


am 

ap 


b'm ' 
b'q' 


+ * 


a m 
ap 


+ f* 


b'm' 


b'q' 


-f- v = 0. 


SBenn alfo bie bomograbbif^e Steilung ber beiben ©eraben 
burcb bie ©leicbung (1) auSgebrücft »irb, fo »irb fte auch burd) 
bie ©leicbung (3) auögebrücft — unb umgefebrt fann man »on (3) 
ju (1) jurücfgeben. Slbcr bie ©leicbung (3) brücft bie bomogra« 
Pbifcbe Sb e iiung ber beiben ©eraben auS (§. 86)5 alfo bie ©let« 
cbung (1) ebenfalls. — 

§. 90. 3)ie brei Sonftanten A, ft, v haben febr einfache geome* 
trifcbe 8lu6btu<fe, »elcbe »on ben »ier gegebenen fünften a,c,b‘,d‘ 
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ünb »on ben ihnen entfprecbenben »ier fünften a‘, c', b, d abhüngen. 
— SBenn man annimmt, baf ber f^unft m mit c, unb folglich m' 
mit c‘ jufammenfüHt; fo ergibt fid) auö ber ©leidfung ber SBertf: 


unb ebenfo, wenn man m' mit d‘ jufammenfallen tö#t: 

ad 


(i = — 


cd 


Sdft man ferner m mit a unb bann mit b jufammenfallen, fc 
hat man: 

ad b'a' ab b'c 1 

~d r c' ’ 


v — 


cd 


b'a' . ab 

-j—r unb v = —r- 
da cb 


unb bie ©leicjjung CD wirb: 


( 4 ) 


am 
c m 


b' m' 


d‘m' 


b'c' 

d'c' 


am 

cm 


ad b'm' 


cd' d'm' 


ab c'b 1 „ 

cb 'c‘d'~~ V ' 


worin für ba$ lefcte ©lieb au<$ gefegt werben fann.— 

2lu$ ben Sßerthen ber brei (Sonfianten k,(i, v ftefit man: baf, 
wenn bie 3ahlenwerthe W*f« Gonftanten gegeben fiirb, man barau8 
unmittelbar bie Sage ber »ier fünfte a‘, c', b, d ableiten fann, wel# 
dje refp, ben »ier gegebenen fünften a,c,b',d‘ entfyredjen. — 

§91. 2)ie ©leidfung (4) fann fo getrieben Werben, baf 
alle ©liebet berfelben nur antjarmonifc&e Serhältniffe enthalten, fo 
baf jte auf }Wei f)omograp^if^eSüftf)el angewanbt werben fann (§. 14). 

3u bem 3we<fe brauet man fte nur burcb ju bix>ibU 

ten, wobutdf man erhält: 



2lu8 biefer allgemeinen ©leidjung lajfen ftdj alle frühem, 
jwei», brei# unb »iergliebrigen ©leidjungen ableitcn, wobei 
wir unö febodj nicht aufhalten wollen. — 
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©eweiö 2. — 3Me ©leidjung (4) fann »ermittelji bet in 
8. 17 jur Sertegung be$ Snfangöpunfteö entwicfelten gormetn aud) 
auö ber gunbamentalgleidjung: 


am 

bm 


a‘m‘ 

b'm' 


(8. 76) 


bergeieitet merben. — £enn nimmt man auf ben beiben ©etaben 
refp. bie beiben feften fünfte c, d‘ unb erfe^t bie beiben SSetbcitt* 

niffe mittelfi bet gormeln: 

bm b,m' 


bm 

bc 

+ 

ab 

cm 

am 

ac 

a c 

am ' 

a ‘ m 4 

a'd' 

- 4- 

b' a‘ 

d'm' 

b' m' 

b'd' 

T 

b'd' 

b'm' 


butcb 


am 
c m 


d‘m‘ ' 
b m‘ ’ 


fo wirb bie ©lei^ung: 


( bc . ab 
ac ac 


cm \ / a‘ d‘ . b'a' 

am ) \ b'd' "r ~b 7 d r 


d‘m‘ \ _ 1 
b'm' ) X 


cic a' c* 

9?un ifi aber nad) ber5unbamenta(gleidjung felbfi X = — . pp , 
unb nadj 8- 15 b at mfln füt &' e ®t fr fünfte a‘,b',c‘,d‘ bie Relation: 


a'd' a'c' _ a'b' c'd' 

b' d‘ b'c ' & b ' b'd' 


3>urd) gutftitution ergibt fid) bie ©leic^ung: 


/ 



+ 


b'm' 

d'm' 


ab_ 

ac 


a'd' . ab b'a' 

b'd' ac b'd' 


unb wenn man burdj 

ac 

beit: 

ab a d a'b' 

cb ' cd c'b' 


. pL . _i-£- biuibirt unb bie ©leicb* 

a'd' .. . ab a'd' c‘b‘ ad 

c‘d‘ ’ 0 ° cb a’b' ' c'd' cd 


Digitized by Google 



79 


Xbeorie btt bomograbb ifeben Stellung. 


Beamtet; fo erlfdlt man enblidj bie gefugte ©lehmig: 


am b'm 1 b‘ c‘ am 

cm ' d'm' d' c' c m 


ad b'm 1 . ab c'b' 
cd ' d'm' ' cb ' c'd' 


§. 91a. Seljrgliebrige ©leictyungen. — ©ö feien A, C, E, 
6, ... fefte fünfte auf einet erften ©eraben unb B‘, D‘] F,H! . .. 
fefie fünfte auf einet jWeiten ©traben. Senn man auf tiefen 
beiben ©etaben }Wei »eränberlt<J?e fßunfte m, m' fo nimmt, bajj 
fietd bie Relation flattfmbet: 


a . Am . B' m‘ -f- S . Cm . D' m' + . . . « . Em -f-go . F m' -f- 4". Gm 
+ H . H' m' -j- . . . = v , 

fo bitten bie beiben fünfte m, m‘ jwei bomograpfyifcfje Sb e *i un fl fn - 
Denn biefe ©leidjung läßt ftd) auf bie oiergliebrige ©leictjung: 

A m . B' m' + X . Am p, . B' m' 8 — Q, (§. 86) 

jurüdfübren, ju meinem 3«>ede man nur alle Segmente butcfi 
jwei, »on jwei SlnfangSpunften, etwa A unb B' auö, gejdblte ©«8* 
mente auöjubrüden brauet, inbem man fefct: 

Cm = Am — AC, D'm' — B'm' — B' D', 

Fm — Am — AE, Fm' — B'm'— B'F, 


©emerfenSWertb iji bei biefer unb ben frühem ©leidjungen, 
baft batin fein fßrobuft jweier ftdj auf benfelben fünften ober 
m‘ bejiebenbet Segmente »orfommt, fo bafj einem fünfte m nur 
ein fßunft m' entfpridbt, unb umgefebrt — unb hierin befielt bie 
djarafteriflifcbe ©igenfcbaft bet bomograj>bifd)en SC^eüungen. — 

§. 92. .§>omogtat>b‘fd)e ©tra blenbüfd)el, — San fann 
bie £omograpl)i e jweier Stra^tenbufc^el baburd) auöbrftden, baf? 
man fie mit einet ober jwei Sranöoerfafen burdjfdfneibet unb auö* 
brüdt: bafj fie auf biefen ©eraben jwei ^oniograf>^»f<^>e Steilungen 
machen; aber man fann ftcf> aud) bet allgemeinen Relationen bebie* 
nen, welche jwifdjen ben Sinuffen bet Sinfel fiattfinben, bie jwei 
homologe Strahlen mit fefien Slren bifben. — Diefe Relationen ff«* 
ben, wie bie ftd) auf bie bomogtaj>bifcb«n Sbeilungen jweier ©era* 
ben bejiebenben, oetfcbiebenen formen. 
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Grfle Slbtbeilung. 

8. 93. 3weigliebrige ©ieichungen. — SBenn A,B, C,M 
bie eiet Strömen beö erften ©üfc^eld unb A‘, B‘, C, M‘ bie be3 
jtveiten bedeuten; fo h<*t man (§ 31): 

sin (A, M) 4 sin (A, C) sin (A‘, M') > sin(A\C ) 

sin(ß,M) ’ sin{B,(T) sin (B‘, M‘) ' sin(B,C ) ' 

ober: 

sin (A, M) sin (A‘,M‘) J~ sin (4, C) _ sin (A 1 , 0) ~| 

sin (B,M) ~ sin (A',M‘) ’ L sin (B, C) * sin (B‘, C‘) J ' 

ober enbfich, »nenn man ben conflanten gaftor im feiten Steile 
mit X bejeiebnet: 

sin(A,M) sin(A',M') 

^ ' sin (B, M) sin {B‘,M') * 

SBenn bie beiben feften ©eraben A, B aufeinanber fenfredjt 

ftnb, fo ift — tan 9 (4,3/), unb tnenn auch 4 , ,.ß , 

»Ml \.D,In ) 

aufeinanber f entrecht ftnb; fo ifi - s ‘ n = tang (4 1 , 3T), unb 

9\J\ j.ri J 

bie ©ieiebung CI) wirb: 

(2) tang CA, M) — X. tang G 3/'}- 

2)a in biefer ©leidjung bie ^Richtung jebeö «Straljleö AM ober 
A'M' gegen eine ©erabe OA ober O'A' beftimmt tt>irb, fo muff 
man fefifrj^en, in toeidjem Sinne bie pofitioen SBinfel um bie 
SJfittelpunfte A,A‘ gejdhlt »nerben. — 

8. 94. 3wei ©üfdjel, beren SBinfef paarweife einan* 
ber gleich finb, finb offenbar f>omograpfjif<$ — unb ihre 
Tomographie roirb auögebrucft burd): 

(3) SBinfel (4,3f)= + SBinfel C A',M'). 

$>ie beiben SBufcbel fönnen in 93ejug auf ben Sinn, in Wettern 
ftch ihre refp. «Strahlen btehen, jtnei nerfdjiebene gälle barbieten. 
SBenn ftch bie Strahlen in bemfeiben Sinne breljen, fo fönnen bie 
beiben 58üfcf>ef, roeldje benfelben ÜJJittelpunft hoben mögen, burch 
eine einfache Drehung beö einen jum 3ufowmenfaHen gebraut wer* 
ben. SBenn ftch bie Strahlen in entgegengefe&tem Sinne hre* 


Digitized by Google 



SfcforU bet pomograph Ifepen Stellung. 81 

ffen, fo gibt «3 immer jwei ©tragen, wovon jebet, alö bem erfien 
SBüfchel angehörig betrachtet, in bem jweiten Söffet felbßfein Ijomolo* 
ger ift. ÜJiefe beiben ©tragen ftnb aufeinanber fenfrecpt, unb bie 
beibcn Süffel hüben ju beiben ©eiten eines jeben eine ftymme* 
trifte 2age. — 3m erfien gaUe werben Wir fagen: baß bie beiben 
93üfd)el A ^nl ich — unb im jweiten: baß jie fhmmetrifdh ßnb.— 

§. 95. 3>teigliebtige ©leidjungen. — gür bie »ier®trah f 
len A,B,C, M unb ihre homologen A‘,B',C,M‘ &cU man (§. 31): 

sin (A,M) a sin CA, C) . sin (C,M‘) _ sin (C', AO . 

sin CB, M) : ~»inCB,C ) sin CB 1 , MO '' sin CB‘, AO ~ * 

unb wenn man fefct: 

sin CB, CO sin CB', AO 

sin CA,<0 * sin (C, AO ~ 

fo fommt: 

(A , , sin CA, MQ , sinCC‘,MQ 

W • ' sin CB, M) sin CB', MO 

SBenn alfo jwet fefie ®erabe A, B, jwei anbere fefie ®erabe 
C“, B 1 unb jwei ©onftanten gegeben ftnb ; fp briicft biefe ©lei« 
djung auö, baß bie beiben @eraben M, M‘ jwei homographifdje 
Süffel bilben. — 3n biefen beiben Süffeln ftnb B,B‘ jwei cor« 
tefponbirenbe Strahlen, aber A unb C nicht, fonbern biefe ftnb will» 
fiirlidh angenommen. — , 

SBenn A fenfrecht auf B unb C fenfredjt auf B' ift, fo 
wirb bie ©leidjung: 

(5) * | ff i 

1 lang CB, MO ' tangCB‘,MO ’ 

wofür man auch fefcen fann: 

(6) A. lang {A,M)-\-^i (awg CC, MO = 1. 

hier iß aber wohl ju bemetfen: baß, wenn bie beiben ©üfchel 
gegeben ftnb, bie Strahlen A unb C" nicht WiUfürlieh finb; benit 
ihre refp. ißerpenbifel B unbB' mtiffen jwei correfponbirenbe ©trap* 
len ber beiben SBufcpel fein. — 

§. 96. 2>ie ©feidjung (5) führt auf folgenbe Gtigenfchaft jweier 
Steuere ffleometrfe . 6 
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homogtaphifcfKt Süftfeel: Sßenn ein Strahl beb er fi eit Sü« 
fcfjelb angenommen wirb, fo fann man Immer jwei anbere 
Strahlen beftimmen, weldje mit jenem jwei SBinfel bil* 
ben, bie refp. ihren pomologen in bem jweiten ©üfchel 
gleich finb; aber bet eine oon bemjeiben unb bet anbere 
»on bem entgegengefefcten 3 e <$ <n - 

Denn bie beiben »on bem Strahl B aub gebilbeten unb bet 
Sebingung genügeitben SZßinfei werben burdj bie ©leichung beftimmt: 

tang (B,M) = A + ft. ' 

$ 97. SBiergliebrige ®lei<hungen. — Die »iergliebrtge 
homogene ©leichung (4) in §. 90, welche bie homogtapbM?* Shei» 
lung jweier ©eraben aubbrücft, führt ju einer ähnlichen ©leichung 
jwifdjen ben ©inuffen bet SBinfel jweier howographifcher ©üfchel 
(§. 91). Sinb nämlich A,B,C,D »ier fepe Strahlen beb erften 
Süfcfjelb, A',B‘,C,D' bie entfpredjenben beb ^weiten unb M, M' 
jwei entfprechenbe »etänberliche Strahlen; fo hat man bie ©lei» 
chung: 

sin (A, M) sin (B‘, M‘) sin(A,M ) sin (B', Cf) 

Bin ( C,M) * 8in{D',M') Bin {C,M) ' sin (D‘, C) 

sin (B 1 , M‘) sin(A,D ) . sin(A,D ) sin (B‘, A‘) _ 

~ Bin{D',M‘) ' «>t(C,Z>) -** *m(C,D) * sin (Z>',A‘) ~ 

worin man für bab lefcte ©lieb auch fefcen fann: 

sin (B 1 , Cf ) sin( A,B) 

sin (JD\ C) ' sin (C,B) ' 

9)fan fann auch fdjreiben: 


( 7 ) 


8in(A,M) 

sin(C,M) 


sin (B‘,M') . sin(A,M) 

sin (£>', M* ) + ‘ sin(C,M) 


. sin (B‘, M‘) 

+ sin(D',M‘) 


+ v = 0. 


Diele ©leichung brücft alfo aub: bafi bie beiben Strahlen 
jwei ^omoftrapfjifdje Öüfdjel bilben. — 

3n bem erften ©üfchel ftnb A, C unb in bem jweiten B‘, D‘ 


Digitized by Google 



Xteorie btt $ omograptifdjen Stellung. 


83 


Willfürlidj. — SBenn A,C, fowie B“, D' auf tinanbtr fenfredjt 
jtnb, fo wirb bie ©[eidjung: 


(8) tang (.A,M) tang (ß',M r ) -f- X tang(A,M)-\-(i tang(B' 


8. 98. Sßenn bet ÜJIittelpunft 0‘ eine« bet beiben Süffel in 
unenblidjer Entfernung liegt, ober Wenn bie ©tragen biefeÄ ©ü* 
fdjel« parallel jtnb; fo mufj man in ben »orbergeljenben gotmeln 
für bie ©muffe bet SBinfel biefet ©tragen bie ©egmente fe&en, 
welche fte auf einer Stanfloerfale befiimmen (|. li). j)ie £omo* 
grapfiie bet beiben Süfdjel wirb alfo burct bie folgtnben ©leidjun* 
gen auÄgebnicftr 

3weigliebrige ®ieidbungen. 

sin(A,3f) , a'm' 

sin(B,M) b'm' ' 


sin(A,M) 

sin(B,M) 


— X . a'm 1 , 


8in(A,M) X 

sin(B,M ) b'm' 


nn(A,M ) 
sin(C,M ) 
tin(A,M) 
tin(C, M) 
sin(A,M) 
tin(C,M) 


Dreigliebrige ©leidjungen. 

= 1 , 


8in(A,M) . c‘ m 

+ fi. 


8in(B,M) 

8\n{4,M) 
sin(B,M) 
«in ( A , M) 


b'm' 

+ ft. c'm' = I, 

= l. 


8in(B,M) b'm' 


©iergliebrige ©leidjungen. 

b'm' . 8in(A,M) . b'm ' 

+l ‘- 


(f m' 


d'm' 




+ v = 0, 


d‘ rn 


l __|_ A iin(A,M) 


sin (C,M ) d! m* 


+ v = 0. 


8. 99. ^omograpbM^e Steilungen auf berfelben ©e» 
faben. — Iioppelpunfte. — SBenn jwei IjomograpljMtfc 

o* 
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geteilt« ©erabe auf einanber gelegt werben, fo gibt e$ 
jwei (reelle, ober imaginäre) fünfte, wooon jeber, al$ 
ber erflen Dfjeilung angeljörlg betrachtet, mit feinem Ijo» 
mologen in ber jweiten Steilung jufammenfällt. 

Denn bie bomogtaßljifcbe Dljeilung jweier ©eraben wirb au«ge* 
brücft burdj bie ©leidjung: 

am . b'm' -f- * . am -j- f 4 • b'm' -f- v = 0, 

worin a unb b 1 jwei re|>. auf ben beiben ©eraben genommene 
beliebige f efte fünfte bebeuten (§. 86). Söenn bie beiben ©era* 
ben in biefelbe fRidjtung fallen, .fo fann man für 6' ben fßunft a 
nehmen, unb alöbann wirb bie ©leidjung: 

am, am' -f- X. am -f- fi. am' -{- v =0. 

Sollen bie beiben homologen fünfte m,m' jufammenfallen, 
fo beftimmt man ihre gemeinfdjaftlidje Sage burdj bie ®feic$ung: 

(am) 2 (A -f* fO o m + v = 0, 

' welche jwei 2Bertl)e für am gibt, fo baß eä alfo jwei fünfte, 
unb nicht meljr gibt , weldje ber Aufgabe genügen. — 9Bir werben 
biefe beiben merfwürbigen jßunfte Doppelpunfte nennen, um an» 
jubeuten, baß jebet beefelben jwei jufammenfaUenbe homologe fünfte 
barfietlt, weldje audj imaginär fein Mnnen.— 

0 § 100. Die SJfitfe jweiet Doppelßunfte i fi bie 9J?ittc 

ber beiben fünfte, weldje in ben beiben Dheilungen un> 
enblidj entfernten fünften entfpredjen* — 

Denn eö fei J bet fßunft ber erften Sfjeifung, welcher bem 
unenblidj entfernten fßunfte bet jweiten entfßridjt, unb J' bec 
fßunft bet jweiten Dljeituaa, weldjet bem unenblidj entfernten 
ber erften entfpridjt; fo nimmt bie ©leidjung folgenbe $otm an 
(§. 87): 

am .am' — aJ 1 .am — am' aJ . a a' = 0, 
unb wenn bie beiben fßunfte m,m‘ jufammenfallen, fo hat man: 
(am ) 2 — (a J a «/') am-j- aJ . aa‘ = 0. 

Die Summe ber Slbftänbe be« fünfte« a oon ben beiben 
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Doppelpunften ifi ctlfo = aJ + aJ', Worauö erhellet:' baf) bet 
SJfittelpunft bet beiben $>oppelpunfte mit bem bet beiben fünfte 
J, J' jufammenfäHt. — 

öejeichnet O biefen üJlittelpunft, fo l^at man: 


unb bie ©leichung, meiere bie bciben Ü>oppelpunfte bejlimmt, wirb: 
(am)* — 2 aO . am -f- a J . aa =0. 

§. 101. 2Da$ IBethälnif? ber ©ntfernungen eineö^unf* 
te$ ber erfien J^etlung von ben betben 35oppeIpunften 
fiept ju bem Serpältniffe ber Grntfernungen beö entfpre* 
cpenben ißunfteö ber jWeiten $(jeilung von benfelben 
betben fünften in einem conjianten SBerpältniffr. — 

3)enn eö feien e,f jwei fünfte ber erfien Teilung unb e',f 
bie homologen in ber jweiten, fo wirb bie Pornographie betbcr 3T§ci> 
lungen aiWgebrücft burch bie ©leichung (§. 76 ): 

em , e‘m‘ 

" fm “ ‘ fm‘ ’ 

unb wenn man für e,f bie beiben JDoppelpunfte rfimmt, Weiche 
mit ihren Homologen jufammenfaüen; fo wirb biefe ©leichung: 

em , em' 

ef ~ * ’ fm' ’ 

woburdj ber ©ah bewiefen ifl. — 

SRan überjeugt ft<p leicht, bafi in ben beiben burch biefe ®IeU 
chung auögebrücften homographifchen Jpeilungen bie beiben fünfte 
e,f 35oppelpunfte ftnb. 2)enn Wenn man annimmt, bah ber 
fßunft m mit e jufammenfüllt, fo ifl n»e = 0, unb folglich auch 
m' e = 0, b. p. m' fällt auch mit e jufammen, worauf folgt, bafi 
e ein 3)oppelpunft ifij unb ebenfo für f. 

2Benn bie (Sonfiante X = — l ift, fo theilen bie beiben fünfte 
m,m' baö ©egment ef parmonifcp (§. 34). 

§. 102. ©onfhuction ber beiben Doppelpunfte. — 
2)iefe beiben fünfte werben burch bie ©leichung: 
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Cr fU abtptilung. 

(am) 2 — 2 aO .am -\-aJ. aaf = 0 

beflimmt, unb ba ber 2lnfang#punft a willfütlid) iji; fo wollen 
wir benfelben ln ben Q3unft Ö »erlegen, ju welkem 3»»«^ *n«n 
nur a 0 = 0 ju fefcen brauet, woburcp bie Oleicpung wirb: 

(Om) 2 -f OJ.OO' = 0, 

wo Ö' ber Punft iß, welker in ber jweiten Steilung bem fünfte 
O ber erßen entfpricpt. ID» O bie Plitte »on JJ 1 iß, fo iß 0 J 
— - ö J‘, unb rnitpin : 

(Om) 2 —OJ , .OO , — 0, 

worau# folgt: 

Om = ± S 0J‘ . 0 0'. 

3)ie beiben 3)oppelpunfte liegen alfo ju beiben ©eiten be# Punf* 
te« 0 in gleiten Entfernungen = \f ÖJ 1 , O 0', fo bafi ßdj ipre 
Seßimmung auf bie Eonßruction einet mittleren proportionale 
jwifcpen jwei ?inien rebucirt. — 

2Benn bie beiben Punlte O'J' nidjt auf ber fei ben ©eite be# 
Punftefl O liegen, fo paben bie beiben ©egmente 00',0J‘ entge* 
gengeftpte 3 e * t ^ en » Hfa Probuft iß alfo ncgati», unb bie beiben 
2)oppelpunfte ßnb imaginär.*) 

§. 103. SBenn bet eine Doppelpunft in unenblicfjet Entfrr* 
nung liegt, fo finb bie beiben Speilungen äpnlicb ober propor» 
tionaf; benn wenn j. 93. bet 5)oppeipunft f in unenblicperEnt» 
fernung liegt, fo gept bie allgemeine ©leicpung: 

em , <m' 

fm ~~ ‘ fm‘ 

in folgenbe über: 

em 


Welche jwei äpnlidje ober proportionale Steilungen au#brü<ft 
CS. 77.) 


*) $ie beiben imaginären ©oppelpunfte liegen aber nicpt mepr 
auf ber urfpriinglicben ©traben, fonbern auf ber im punfte 0 auf biefer 
mlcpteten fenfrecpten ©traben. C93trgl. bit Olnmttf. ju S- 55 ). 
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§. 104. (Sonftruction be« $o ppelpunfte« e. — SBenn 
ber (Soefftcient A gegeben ifl, fo ifi $ur Sefiimmung be6 2)oppel< 
punfteö e ein einjigeö ©pftem zweier homologer fünfte a,a‘ pin< 

reiepenb, weil = A ifl. 

SBenn bie beiben Steilungen burd) jwei IJtoare homologer 
fünfte a, a‘ unb b, b‘ beflimint werben, fo pat mnn für jwei belie» 
bige anbere homologe fünfte m,m‘ bie Relation: 

am ab 

— — 7 - = comt. = , 

am ab 

unb jur 58eftimmung bed 2>oppelpunfte$ -bie ©leicpung: 

ae ab 

~ ~ärv~' * 

Um ben $oppelpunft e ju conftruiren, nepme man auf jwei 
burcp bic fünfte a, a‘ gejogenen ißarallclen jwei Segmente a£ 
= a b, a'& = a‘b‘, in bemfelben, ober in entgegengefcptem 
Sinne, jenadjbem ab unb a'b‘ gleiche, ober »erfd)iebene3*>d&<n 
paben; fo beflimmt bie @erabe GG', ben fßunft e. 

Ober: SRan betreibe über ben beiben Segmenten ab‘,a‘b 
jwei burdj benfelben beliebigen fjjunft g gepenbe ifreife, fo fepneiben 
fiep biefelben in einem jWeiten fünfte g‘, unb bie gemeinfepaftlicpe 
Sepne gg‘ gept burep ben IJJunft e. 2)enn bie ©leiepung: 

ae ab 

a‘ e a‘ b' 

ae a e 

ae — be a'e — b'e ’ 


ae <r e . . 

— — = — — ober ea . eb = ea . eb, 
be be 

Worauf erhellet, baj? ber ißunft e auf ber gemeinfepaftliepen Sepne 
ber um bie beiben Segmente ab',a'b befepriebenen Greife liegt. — 

p YYl 

§. 105. SBenn = A = — 1 ift, fo liegt ber SDoppel» 


gibt: 

folglich: 
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ßrfU ®6t$etlung. 

punft in ber 2J?itte jebeö »on jwei homologen fünften m,m' be* 
ftimmten Segmente«, fo bat 6eit>c Steilungen biefelben, aber in 
entgegengefefctem Sinne gemacht ftnb. 

SBenn X = ~ m ,~ = + 1 ift, fo liegt bet fßunft e in unenb* 

lieh et Entfernung, fo bat bie beiben 3>oppelpunfte in unenb lieber 
Entfernung jufammenfaflen. 

4 

2ll«bann f)at man: 


woran« erteilet: bat bie beiben tomologen Segmente gleich unb 
»on einerlei Sinn ftnb, unb man fann alfo fagen: bat bie beiben 
Steilungen gleich unb »on betnfelben Sinne ftnb. 

§ 106. Serfctiebene 2lu«bruif«weifen jweier homo* 
graptifd?«* Steilungen auf berfelben ©eraben. — 3wei 
tomograptifdje Steilungen auf berfelben ©eraben tön» 
nen bur<h eine ©leidpung wie: 

(1) am .b'm' -j- X (a »n — b‘ m‘) -f- v = 0 

auögebrücft Werben, Worin bie ßoefficienten ber beiben 
Segmente am, b'm' gleich unb x>o n entgegengefehtem 
3eidjen finb. — 

Um biefe ©feichung ju erhalten, fann man entweber benißunft 
a beliebig annetmen unb ben fjhtnft b‘, fo Wie bie ßonflante X be* 
ftimmen, ober man fann biefe ßonftante annetmen unb bie beiben 
Ißunfte a,b‘ beftimmen. 2>enn bie allgemeine ©leichung ift nach 
§. 87: 

am . b'm' — b' J' .am — aJ . b'm' -+• aJ ,b' a' = 0, 

unb wenn ber fßunft a gegeben ift; fo braucht man ben s 4$unft b' 
nur fo anjunetmen, bat b'J' = — aJ ift. — $lefe «Relation jeigt, 
bat bi« t>«ib«n fünfte a, b' refp. »on ben beiben fünften J, J' 
gleichweit entfernt finb, unb beibe auf bem Segmente JJ', ober 
beibe auftertulb beffelben liegen. — 

ÜBenn bie ßonftante X gegeben ift, fo nimmt man bie fünfte 
a,b' refp. in einer Entfernung = X »on ben fünften J ,J'-, aber 
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fo, bafj bie beiben ©egmente aJ,b‘J' e n tg e g eng e fe ^ t e 3«i^n 
fjaben. — 

§. 106*. 3*i> e > fjomograpljifc^e S&eilungen auf berfel» 
beit ©eraben werben audj burdj bie ©leidjung: 

(2) ^ am . b' m' y . mm' S = 0 

auflgebrüdt. — $)enn nimmt man ben fßunft b' auf bie eben 
angegebene SBeife an, fo fjat man bie ©leidjung: 

am.b'm' -f* aJ.am — aJ' .b'm' -f- aJ.b'a ‘ = 0, 

unb wenn man im britten ©liebe am' — ab' für b'm' fe(jt: 

am.b'm' -f- aJ (am — am') -f- aJ (ab' -f- ä'b') = 0 
ober: 

(2') am.b'm' — aJ mm' -f- aJ.aa' = 0, 
wa$ ben @a& beweipt. — 

JBemt bet ißunft a mit einem bet 2)oppelpunfte e jiifammen* 
fällt, fo fällt ber fJ3unft b' in ben anbern 2)oppefpunft f, eö ift 

baS ©egment aa' — 0 unb bie ©leidjung wirb: 

(3) em.fm' — eJ . mm' = 0 

SBenn-ber fßunft a bie üJiitte 0 ber beiben fünfte J,J‘ ifl, 

fo fällt ber ipunft b' wegen b'JT = — aJ aud) mit 0 jufammen, 

unb bie ©leidjung wirb: 

(4) Om . Om' — O J . mm' -f- 0 J . 00' = 0, 

wo 0' ber fftunft ber jweiten Jljeilung ift, weldjer bem fünfte 0 
ber erften entfpridjt. — 

§ 107. 3wei fjorn ograpljifdje St^eilungen auf berfel* 
ben ©eraben Werben ferner bur$ bie ©leictjung: 

(5) (Om) 2 + Jm.mm' -f- v — 0, 

wo v eine Sonftante ift, auögerütft. — 2)enn wenn man in 
ber »orljergeljenben ©leidjung Om-f-mm' fütöm' fefct, fo fommt: 

(Om) 2 + (Om — ÖJ) mm' -(- OJ.OO' = 0, 

ober: 
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(Jrfie 


(5') (Om) 2 Jm . mm‘ OJ . 00* = 0. 

§, 108. »ebingung, bajj jwei 2>of>pelpunfte jufam* 
men fallen. — 2>a bie Ijomogtaf ifdje Teilung bureb bie ®lei* 
c^ung: 

am . om' + l. am-j-ft.am < -f-v = 0 

auSgebrürft wirb, fo werben bie beiben $of etyunfte bureb bie 3?e* 
lation: 

(a m) 1 + (X-f-J t ) am “l" v:= 0 

befiimmt, unb bie SSebingung ber ©leid) beit ihrer 2ßurgeln ifi: 

(X + jt) 9 — 4v = 0. 


<£e&t man ferner für bie Gonfianten ihre geometrifeben 9lu8* 
brürfe: 

\ = — aJ‘,v. = — aJ, (*. 87) 

% 

fo f)at man: 

X ft = — (a J a J') — — 2a J, 

mo 0 bic iDiitte bcö Segmentes JJ‘ ifi. — @8 ifi affo v=(a0) 9 , 
unb bie ben 'Doppelpunft befiimmenbe Steigung wirb: 

(a m)* — 2a O • am-\- (a O) 9 = 0, 


woraus folgt: 


am = a O. 


Ide beiben fDowelpunfte fallen alfo in O, b. f). in ber 3JUtte 
ber beiben fünfte J,J‘, beten fwmologe in unenblidjet Gntfer* 
nung liegen, jufammen, unb bie Pornografie Wirb burdj bie ©lei* 
djung: 

(a) am. am' — aJ'.am — aJ.am‘-\-(aO)' i = 0 
auSgebrürft. 

3n biefer ©leiebung ifi ber fßunft a willfürlicb, unb wenn 
man benfelben mit bem fünfte 0 jufammenfaUen läßt} fo wirb bie 
©leiebung: 

Om.Om'~OJ‘.Om—OJ.Om' = 0, 
ober wegen OJ 1 — — Oj\ 
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(i>) Om. Om' — OJ r .mm' = 0. 

2Mefe ©ieicfcung «gibt fttfc au$ auö (3), Wenn man au«> 
brücft, bafi bie beiben 2>of>t>e(t>unfte e,f in O jufammen fallen, 
ober auö ber ©leic^ung (4), wenn man barin baö Segment 0 0' 
= 0 fefct. — 

2lu3 bet (Steigung ( b ) foigt: bafj baö Serl>ältnifi- Qm ‘ f m ' 

tn m 

conftant ifi. gut jwei homologe fünfte a,a‘ f)at man folgliefc: 

% ’ Om . Om' Qg . Qa‘ 

mm' aa' 


2)ief« ©lei(i)ung gibt: 


ober: 

Cc) 


Om' — Om 
Om . Om' 

_1 1 _ 

Om, Om' 


Oft' — Ort 
Ort. Oa' ' 

1 1 

Ort Ort' * 


^Diefefl ift ber einfache Sluöbrmf jWeiet Ijomograpfjifcfyer $IjeU 
(ungen, bercn beibe iXJoppoIpunfte jufammenfallen. — 

2Benn man bie ©leidjung Cc) fo fdfjreibt: 

1 i_ 1 1_ 

Om Oa Om' Ort' ’ 


fo ergibt ftd} barauö: 


(<£> 


Om 

am 


Oa — 


Om' 
a' m' 


Oa'. 


Sffienn man benfßunfta' in unenblidfer Entfernung annimmt, 
fo werben bie beiben Steigungen (c),(d): 

{c0 _J L _ = _ JL _ 

K ß Om Om' OJ ’ 

w ~l^ 0a=0mi - 

$. 109. SBenn man in bet ©leicljung (b), (Om 4-mm‘) für 
Om' fefct, fo wirb fie: 
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(Om)' 1 -|- (Om — OJ) mm' = 0, 

ober: 

(e) (Om) J + Jm,mm' = 0. 

(Diefe ©leidjung ergibt ftdj auc§ au6 ( 5 % wenn man batin 
ba« Segment 0 0' = 0 i'efct. — 

8. 110. ®enn jWei (Deppclpunfte in unenblidjer ©nt* 
fetnung liegen. — 3n bet ©leicpung: 

Öm.Om' _ Oa . Oa' 
mm' aa‘ 

finb a,a' jwei correfponbirenbe fünfte unb Ö ift bet ißurift, Worin 
bie beiben (Doppelpunfte ju|amme.nfallen (§. 108). Söirb biefet 

fPunft in u nen bl id) er (Sntfernung angenommen, fo wirb-^ = 

— 1 unb bie ©leidjung: 

mm 1 = aa‘. 

3)a$ jwift^en jwei cortefponbirenben fünften liegenbe Seg* 
ment ifi alfo »on conflanttr ©röfie, worauö folgt: bafjaW=am 
ifi; b. jwei homologe Segmente ber beiben ©eraben frnb fbetö 
etnanber gleidj, obet: bie beiben ©eraben finb in Steile 
geteilt, welche refp. einanber gleich unb nad) einerlei 
Sinn gerietet finb (§. 105). — 

§. 111. ©igenfdjaft jweiet ^omogtap^ift^et Sfjcilun* 
gen, beten Doppelpunfte imaginär finb. — ffienn jwei 
tomograptifdje Steilungen auf betfelben ©eraben feine 
reellen (Doppelpunfte Ija&en, f» fl »b t eö ju beiben Sei* 
ten biefer ©etaben einen fßunft, »on welkem auö alle 
Segmente jwifdjen ben fünften ber erfteit 3:^eilung unb 
itren fjontologen bet jweitenunter gleichen äBinfeln er* 
fdjeinen. — 

(Die -£)omograpf)ie bet beiben (Steilungen wirb auögcbrürft butd) : 

0 m . U m' — OJ . m m‘ -f- OJ . O O =0, (§. 106" ©leicpwtg (4)) 
ober: 

Om. Om' — OJ . Om—OJ.Om‘ + OJ.OO' = 0. 
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35a bie bciben 3)oppel* 
fünfte itad) bet ®oraufl* 
feßung imaginär ftnb, fo 
liegen bie bciben fßunfte 
0\J‘ auf . vertriebenen 
©eiten be$ fünfte« O (§.102) fofglicb 0‘ unb J auf betfeiben 
©eite von 0, unb baö fjirobuft 00'. OJ ifi pofitiv. 2luf bem in 
O errichteten ^etpenbifel nefjme man bie Sänge: 

OP— 'f OJ. 00' *) 
unb fchreibe bie ©leidjung fo: 

Om Om 1 . OJ / Om Om ' \ . . „ 

OP * op ~ÖP V op op )' ~ ’ 

alfo: 

tang OPm. tangO Pm‘-\-~^Ctang OPm — tangOP m‘) + 1=0, 
ober: 

tang OPm' — fang OPm OP 

, 1 tang OPm .tang OPm' OJ 

35er erfte ftfjeil biefer ©leidjljeit ift gleich : 

tang (OPm' — OPm) — tangmPm' 
unb bet jtveite = tang OJP. 9J?it()in (tat man: 

L. m Pm‘ — 1_ OJP — const. tt>. b. Jv. f. 

§. 112. S5et fßunft O ifi bie ÜRitte ber beiben 35oppe(punfte 
ber beiben betrachteten (jomograhhifchen Steilungen, unb e8 ifi 
(OP) 2 = 00' . OJ' (§. 102) ober =— 00'. OJ, fo baß biefe 
imaginären fünfte nid)t non btr ©töße beö SBinfelö , unter 
meinem bie Segmente aa‘, bb‘, ec', ... erfdjeinen, abf)ängen. 

«hiernach f)at man folgenben Sehrfaß: 

SBenn man einen SBtnfcl von confianter ©töße fit 
um feinen ©cßeitel breljen läßt, fo befiimmen feine bei* 

*) 2)er SPunft P ifi alfo einer bet beiben imaginären $oppel* 
punfte; benn e8 iß OP =rj/üJ . 00' = ) /ÖJ' .00 I . 
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ben Schenfel auf einet fefien Stan«verfale jwei ^omo* 
graplMfche Sheilungen, beren imaginäre Doppelpunfte 
fie td biefelben f inb, welche ®rö§e bet fi<h bteljenbe SBin* 
fei auch haben mag. — 

Drei Segmente auf betfelben geraben 8inie aa', bb‘, cc‘ be* 
fümmen jwei homograpljifche Sheilungen, inbem a,b, c brei fünfte 
bet erfien unb a' t b',c' bie entfpred&enben fünfte bet jWeiten finb. 
SiSenn bie Dobpelpunfte biefer beiben Steilungen imagin&t 
finb, fo gibt e« ju beiben Seiten biefer ©eraben einen Ißunft.P, 
von meinem au« bie btei Segmente unter gleichen SBinfeln et* 
fdjeinen. — 2lu« bem Sßorljergehenben ergibt ftch alfo eine fehr ein* 
fache 5luflöfung bet Aufgabe: 

9Benn auf betfelben ©eraben btei Segmente aa',bb', 
cc 1 gegeben finb, einen Ißunft ju finben, von welchem 
au« alle btei unter bemfelben SBinfel erfdjeinen. — 

§. 113. Sefonbetetgall jWeier homograblMfd&etStfi* 
lungen auf berfelben ©eraben. — SBenn in bet aUgemeinen 
©leichung: 

om.am' + il.flm-t-(iam'-fj/=0, (%. 99) 

bie beiben ßoefficicnten l, (i gleich unb von bemfelben 
ftnb, fo ftnb bie beiben Steilungen nicht mehr allgemein, unb haben 
bie befonbere ßigenfdjaft: bah ein beliebiger fßunft m, al« 
bet erfien ober jweiten Sljeilung angehörig betrachtet, 
ln ber jweiten ober erfien SfKifung fiel« benfelben ho* 
mologen fßunft m! hat. — 

2>enn bie ©leichung wirb al«bann: 

am . am ‘ + X (.am + am") + v = 0, 

worin bie beiben Segmente am, am' tymmettifch vorfommen, 
alfo bie ©leichung nicht geflört wirb, wenn man am unb am' ge* 
genfeitig vertaufcht, Wa« beweifi, bafj, wenn ber fßunft m al« bet 
aweiten Sheilung angehörig betrachtet wirb, berfelbe ben $unftn»' 
in ber erfien Steilung jum homologen hat. — 

Umgefehrt: SBenn biefe ßigenthümlichfeft für einen beliebi* 
gen fßunft ftattfinbet, fo ftnb bie beiben ßoefficienten i, ft gleidj 
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unb oon einerlei 3«<dj*n, unb fte finbet folglich auch für jeben 
«nbern fßunft ffatt. — 

35enn ti fei m ein fßunft, welker alö ber erften I^eiiung 
angehörig betrachtet, in ber jweiten ben ipunft m' jum homo» 
logen fünfte hot, unb alö ber jweiten Sfjeilung angehörig be< 
trachtet, in ber erften benfelben fftunft m' jum homologen hat; fo 
hat man bie beiben Steigungen : 


am .am 1 -f- X. am -f- ft . am 1 -J- v = 0, 
am' . am -f- X . am' -J- ft . a m-\-v — 0, 

worauö burch Subtraction folgt: 

X (am — am ') -j- ft (an»' — am) = 0, 

ober: 


(X — ft) m' m = 0, alfo A = ft, 


weil bie beiben fünfte m,m‘ nicht jufammenfatten, — 

§. 114. ^omograhh»fth< öüfdpel, welche benfelben 
SJtittelpunft haben. — fDohpelftrahlen. — Sßaö oorf)in oon 
jwei fSoppelpunften jweier homograhhifch« ^E^eiluttgen auf ber» 
felben ©eraben gefagt ift, muß fid) auch auf jwei 3> op p e l fir a h* 
len jweier homographifäw S3üfc^el non bemfelben üJ?ittelj>unfte 
anwenben laffen. — (fö gibt nämlich in ben beiben Süfcheln jwei 
«Strahlen, wovon jeber, ald bem erften ober jweiten Süfchel an» 
gehörig betrachtet, benfelben homologen in bem jweiten ober 
erften 33üf<hel hat, unb biefe Strahlen nennen wir $ohpelflrah» 
len bei; beiben Süfchel. — IDenn wenn man irgenb eine Xranöoerfale 
jiefjt, fo befiimmen bie beiben Süffel auf biefer ©eraben jwei 
homographifche $ho<lungen mit jwei Sophelpunften, welchen 
bie beiben 2)ohhelfirahlen ber beiben Süfdjel entfyrechen. — 
9Benn E, F biefe beiben Dophelfirahlen bejeichnen, fo fann 
man nach §. 92 bie ^omograßhie burch bie ©leichung: 

sin(E, M) sin (E,M‘) 

sin(F,M) sin (F,M') 

auöbrücfen. 2Benn bie beiben fDophelfirahlen aufeinanber fenfrecht 
ftnb, fo Wirb biefe ©leichung: 


tang ( E,M ) — X taug (E,M). 
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2Bit wollen annepmen, bap in bet aügemeinen ©leidjung in 
§. 97 bie beiben willfütlichen Strahlen B , ,D' refp. mit A,C 
jufammenfaBen, unb e$ feien J,J‘ bie beiben Strahlen, welche in 
bem erßen unb jweiten öüfchel bemfelben Strahle C entfpre* 
$en, welket fucceffise alö bem jweiten unb er Pen ungehörig be» 
trachtet wirb, fo bap man J unb J' refp. für D unb O fefcen mup; 
fo wirb bie ©leidjung: 

ain(A,Af) sin(A,M‘) sin(A,J ‘ ) sin(A,M) 

tin(C,M) ‘ sin {C,M‘) sin(C,J‘) ' tin(C,M) 

sin(A,J) ‘ sin(A,M‘) . sin(A,J) » in{A ,A ') 

sin(C,J) ’ sin ( C, M‘) ' sin(OfJ) ' sin{C,A‘) 

2) ie ^£>of>)>el(2ca^len ber beiben Stifcpel werben burch bie 
. ©Ieichung: 

r sin (A, M) I 2 l~ sin(A,J). . sin(A,J‘) ~1 sin(A,M) 

| sm(CjM) J L sm(C,J) sin (C,J‘ J sin{C\M) 

sin(A,J) • sin(A,A') _ ~ 

"* sin(C,J) ’ sin(C,A‘) 

bepimmt. — 

3) ie beiben Strahlen A,C pnb willfürlicp, fo bap ber jweite 
auf bem erßen fenfredjt fein fann, unb alöbann wirb bie T omt) ‘ 
grappie auögebrürft burch bie ©Ieichung: 

tang (A, M) . lang {A, M‘) — tang (A, JO • tang ( A,M ) 

— tang ( A , J ) . tang (A,M') -f- tang (A, A‘) . tang ( A,J ) = 0. 

35ie beiben 3)oppeiPtaplen werben burch folgenbe ©Ieichung 
bepimmt: 

tang 2 (A,M) — tang (A, M ) [tang ( AJ ,) -f tang (A,J‘)\ 

-f- tang(A,A r ) tang (A,J) = 0. 

SBenn man für bie ®erabe A ihr fßerpenbifel C fefct, fo 
wirb bie Tomographie auögebrücft burch bie ©Ieichung: 

cotg (C, M) . cotg {C, M') — cotg (C, J‘) cotg {C,M) 

— cotg ( C,J ) cotg {C, Jf) -f- cotg ( C,J ) cotg ( C,A! ) = 0. 

4 
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hier iff C eine beliebige fefie ©etabe, welche al$ Strahl be$ 
erPen 93üfchel6 betrachtet, in bem jweiten J 1 jutn homologen 
Strahle bat, unb alö Strahl beS jweiten 93üf<hef6 betrachtet, bat 
fte in bem erpen J jum baaiaiogen Strahle. gerner ip A‘ in 
bem j weiten Süffel ber h omo ^°fl e ©trabl oon bem ffierpenbifel 
ber ©eraben C in bem er Pen Stifchel. — 

2)ie fDoppeiprablen werben burch folgenbe ©leichung beftimmt: 

cotg 2 (C, M) — [coty (C, J) -f- cOf/g ( C , J f )\ cotg (C, ilf) 

-(- cotg (C, J) cotg (C, A 1 ) = 0. 

§. 115. SBenn ftcb ein SBinfel C4,AD »on conPanter ©röjje 
um feinen Scheitel brebet unb fo ^njei Strablenbiifcbel erjeugt, fo 
Pnb bie 35cppeiprabl«n berfelben offenbar imaginär, unb wer* 
ben burch bie allgemeine ©Icidjung (v) beftimmt, Welche pch aber 
hier oereinfacht, weil: 

L. (C, J) — - L. (A, AO , L (C, JO = L (A, A'), 
£.{A,J) = —A(C,A r ),t_(C,J) = -L(A,A') 

iff, unb bie ©leichung wirb: 

r sin 1* »in (A, J') — sin(A, J) sin(A,M) . , » 

L sin ( Q 10 J sin (A, A') ’ sin ( C, M) U ‘ 

SRun ip aber: 


sin (A, J‘) — sin ( A , J) = »in (A, C -j- C,j 1 ') — »in (A, (^— J, C) 
— sin (A, C + A,A') — sin ( A,C — A,A‘) = 2 cos ( A,C ) . sin(A,A‘)) 


folglich wirb bie ©leichung: 


f n(A,M) ~i 2 
L sin (C, M) J 


2 cos (A, C). 


»in (A,M) 

sin (C, Jtf) ^ ‘ 


unb ihre äßutjeln pnb: 


sin(A,M) 
sin ( C,M ) 


= cos (_A,C) + sin QA,C)S — 1. 


DaS fßrobuft biefer SBurjeln ift = -f-l, welche Dichtung bie 
fepen Slren A,C auch haben mögen; b. b- 'nenn E,F bie imagi* 
n&ren ^Richtungen ber beiben ®oppeiprablen ber beiben SBüfctjel 
bezeichnen, fo bat man: 

Steuere ®eomettie, 7 
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»in (A, E) sin (A, F) . . 

sin (C, E) ' sin (C, F) ’ 

unb wenn C auf A fenfrccht ifi: 

(a) tang (A,E)= + V ~ — 1 . *) 

Qi iß ju bemerfen: baß biefe ?lu$btütfe bet imaginären 
Richtungen bet 3)ohpelßrahlen bet beiben Süffel »onber@töße 
be« Sffiinfel« ( A,A bejfen 6(^enfel bie beiben Süffel betreiben, 
unabhängig ftnb. 


S^eorie bet 3tt»olution. 

§. 116. 3n»otution ton fec^ö fünften. — Relationen 
äwifchen biefen fßunften. — Sßenn br ei in berfelben ©eraben 
liegenbe Ißaate conjugirter fünfte fo befchaffen ftnb: baß ba$ 
anharmonifche ÜBerljältniß »on »ier biefer fünfte bem ber vier 
conjugirten fünfte gleich »ft; fo werben Wir fagen: baß bie 
fedjö fünfte in 3n»olution finb ober eine 3n»olutton bU» 
ben. — 

@inb j. 8. a,a'; b,b'',c,c‘ bie brei fßaare conjugirter fünfte 
unb e« iß baö anharmonifche SBerljältniß oon »ier biefer- fßunfte, 
etwa a,b,c,c\ bem ber »ier conjugirten fünfte a',b‘, c', c gleich; 


*) QBa8 bet 93erf. unter imagtnären Richtungen objeftfö, 
b. b- gqjpte trifch, öerßeht, wirb ebeitfo mit Still fdjweigen übergangen, 
wie früher bie Brage nach ber Sage imaginärer ©unfte — er entroidelt 
6lo8 ben anal? ttfch en QluSbrucf — ohne ßdj um beffen geometrl» 
fdje Sebeutung irgenbwie ju fümmern — unb nicht einmal in bem 
lebten f» edel len Balle wirb bie geometrifche ©ebeutung ber Bormel 
(o) angegeben. — Rach ber ® a u ß ’fcben Xbeorie fann man bie Sage 
imaginärer ©eraben e6enfowobI conßtuiren unb befiimnien, rcie bie imagi* 
nüren ©unfte. — 2>ie Richtung ber imaginären 2)o»»eljtrablen 
j. SB. iß burcb bie Sage ber entforectjenben imaginären 3)o»pel* 
»unfte »oflßänbig beßimmt. — 016er auch bie geometrifdje ©ebeu* 
tung ber Bormein be8 33erfaffer8 liegt nach ber ® a u i’fcfjen Qlnßcht auf 
ber «&anb unb au8 (a) erhellet j. SB. : baß bie beiben imaginären 2>o»= 
»elßrahlen in ber burch A gelegten auf ber Gbene ber Bigur fenfredjten 
Gbene liegen unb mit A unter unb über ber erßen Gbene UBinfel bon 45® 
bilben. ($. 62, Qlnmerf.) — 
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fo bilben biefe fec^ö fünfte eine Snoolution ober finb in 3noo* 
tution. — 

SBenn baö anbatmonifhe Sierbältniß »on irgenb oier 
ber fed)6 fünften a, a‘)b,b‘’,c,c‘, ettoa a, b, c, c‘, bem ber 
oier conjugirten ißunfte a‘,b‘,c',c gleich i fit; fo ifi baffeibe 
für jebe oier anbere biefer fedjS fünfte unb ihre oier 
conjugirten fünfte ber galt. — 

2luö bem Sterne ber oier betrachteten fünfte a,b,c,c' wirb 
ein anbereö @>?fiem abgeleitet, wenn man entweber einen ber fünfte 
• c, c‘ in a' ober b‘ oermanbeit, ober einen bet fünfte a, b in feinen 
conjugirten. s. 

1, SBenn man $. 33. c' in a‘ umfeßt, fo erhält man baö Softem 
a, b, c, a', fo wie baö conjugirte <St)ftem a', b‘, c‘, a, unb eö läßt 
fth leicht geigen, baß bie an§armonifd)en 93erbältniffe biefer beiben 
Aftern e einanber g(eicf) finb. — 3>enn ba nah ber 3$orau$* 
feßung bie anbarmonifhen Sßerbältniffe ber beiben <£ßfteme: 

a, b, c, c' 
a‘, b', c', c 

einanber g(eid) ftnb, fo bat man: 

c' c b c cc‘ t b‘ c‘ 

c'a ' ba ca' " b‘a‘ ’ 

unb wenn man in beibe Steile baö ©egment a'a patt c'c einfuhrt : 

a'c < bc ac‘ % b'c' 

a'a ’ ba aa' * b'a' ’ 

toelh« ®leicbb e *t auöbrücft: baß ba$ anbarmonifhe Serbältniß ber 
oier fünfte a, b, c, a‘ bem ber oier conjugirten fünfte a‘, b', c‘, a 
gleicf) ifi- — 

2, Söenn man einen ber beiben fünfte a, b mit feinem conju* 
girten, etwa b mit b' oertaufdjt/ fo erhält man bie beiben ©bfiente 
a, b‘, c, c'i a‘, b, c', c unb e0 läßt fth leiht geigen: baß ißre anbar* 
monifhen SSerbältniffe gleich ftnb. — £)enn bie ©leihbeit bet an* 
barmonifhen SJerbältniffe ber beiben ©ßfieme a,b,c,c' unb a',6',c',c 
wirb auägebrücft burh bie ©leihung: 

7 * 
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ca t c'a c'a' % ca' 

cb * c'b c'b' ' cb' 

wofür man audj fdjreiben fann: 

ca c'a c'a' ( ca' 

cb', ' c'b' c'b ' cb * 

unb unter biefer gorm brücft bie ©leidjung aud: bafj bad anljar* 
monifdje jBerlj&ltniji bet »iet fünfte a, b‘, c, c' be«n ber »ier fünfte 
a‘, b, c', c glei<fj ift. — 

$. 117. SBenn brei fpunftepdare a, a'\ b, b; c, c' eine 
3n»olution bilben, fo finben bie folgenben fieben ©lei» 
djungen jtatt — unb umgefeljrt: jebe biefer ©leidjungen 
brütft bie3n»oluiion aud, unb fjat bie fe$d übrigen@lei» 
jungen jur golge: 

ab . ab' a'b . a'b' 

ac.ac' a'c.a'c' ’ 

bc .b c' b'c . b' c' 

ba.bü' TT b'a.b'a' ’ 

ca , ca' c'a . c'a' 

cb. cb' ~ c'b. c'b' 5 

I ab' .bcf . ca' = — q'b .bc . c' a, 
ab 1 .bc . c'a' = — a'b . b'c' . ca, 
ab . b'c' . ca' = — a'b' . bc . c'a, 
a b . b'c . c'a' pz — a'b' . bc' . ca. 

3)enn jebe biefer ©leidjungen lüjjt jidj fo fdjreiben, baf fte 
bie ©leidjfjeit ber anfjatmonif<$en SBerljültniffe »on »ier 
paaren conjugirter fünfte audbrücft. — Umgefeijrt brüdt alfo auc$ 
jebe biefer ©leidjungen aud: ba£ bie fe$d fßunfte eine 3n»olu* 
tion bilben (§. 116), unb Ijat bie fe$d anbern ©leidjungen jur 
Solge. — 

3ebe ber ©leidjungen (a) Idjjt ftdj auf $Wei unb jeije ber 
©leicfjungen (6) auf brei SIrten unter ber gorm ber ©leic&ljeU 
jnjeier anbarmonif^er 93e rftfltniffe audbrütfen. — <So ,fann j. ©. 
bie erfte ber ©leidjungen Ca) wie folgt gefdjtieben floerben: 
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ab > a'b o*6' , _a5^ 

oc * o'c a‘c‘ ‘ oc* * 

unb brücft je^t auS: baß baS anf)atmonifche 93erhältnijj bet »ier 
fünfte a, b, c, a' bem ber »ier conjugitten fünfte o', 6', c‘, a gleich 
tfi. — Dbet auch fo: 

ab _ a'6 _ a'b' t ab 1 

ac' ' a'c' o'c ' ao ’ 

welche ©leidjung ebenfalls auSbrücft: bafi baS anljatmonifche 93er* 
bältnifj ber »ier Ißunfte a,6, c‘ } a‘ bem bet »ier conjugirten fünfte 
a‘, 6*, c, a gleich ifl. — 

(Sbenfo fann man j. ©. bie jweite ber ©leidjungen Cb), Wenn 
man in" beibe Hfjeile berfelben benjjaftor aa' einführt, auf folgenbe 
gotm bringen: 

a'a ca aa' . c'o' 

a'b ' cb ab ' ' c'b' ’ 

reelle auSbrücft: bafj baS anbarmonifd^e 93erljältnif ber »ier fünfte 
a, b, c, a‘ bem ber »iet conjugitten fünfte a‘, b‘, c‘, a gleich ifi. — 
güljrt man ferner ben gaftot6&* in biefelbe ©leichung ein, 
fo fann man fte wieber fo Treiben, bafj fte bie ©leichbeit ber an* 
harmonifchen 93erf)ältniffe ber »ier fünfte a, b, c, b‘ unb ihrer con* 
jugirten a‘, b', c‘, b auSbrücft. — 

SBenn man enblich ben Saftor cc‘ in biefe ©leichung einfü^rt, 

fo fann man fie wieber auf eine g»tm bringen, welche unmittelbar 

auSbrücft: bafi baS anharmonifche 93erhältnifj ber »ier fünfte a,b‘, 
c, c‘ bem ber »ier conjugitten fünfte af , b, c c gleich ifi. — 

2)ie SilbungSweife ber ©leidjungen (a) ‘mit acht Segmenten 
fallt leicht ln bie Slugen — unb um bie ©leichungen (6) mit fechS 
Segmenten ju bilben, nimmt man ein Segment, etwa aa, an, bann 
baS Segment, welches jwifchen bem conjugitten fünfte 6' »on 6 
unb einem ber beiben fünfte beS brüten fßaareS c,c‘, etwa c liegt, 
alfo baS Segment b‘ c, unb enblich baS Segment, welches jwifchen 
bem conjugitten fünfte c' »on c unb bem conjugitten fßunfte o' 
beS erfien fßaareS a,a‘ liegt. 35aS fßrobuft ab.b‘c,c‘a' biefet 
brei Segmente bilbet ben etfien $h*ü ber ©leichung, unb um ben 
jweiten $htil berfelben ju bilben, braucht man nur baS 3eic!jen 
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unb bie Slccente beS erflen S^cileö ju »etünbern, b. h- man läfjt 
bie Slcccnte ber 33uchfiaben, meiere foldfe haben, hinweg, unb gibt 
benen SIccente, welche feine hoben, moburd) man — a'b'.b'c.ca 
als ^weiten $h e > ( bet ©leidjung erhält. — 

§. 118. 2Benn jwei ©egmente fo liegen, bah baS eine jum 
Jheil auf baS anbere unb juin außerhalb beffelben fällig 
fo wollen Wir bet ifürje wegen lagen: bah fte in einanbet ein* 
greifen. — 

2Benn btei Segmente aa‘,bb n cc‘ in 3n»olution fiitb, 
unb ein« betfelben greift in ein anbereS ein; fo greift eS 
auch in baS britte ein. — 

35enn wenn j. 33. aa‘ in bb' eingreift, fo liegt einer ber beiben 
fßunfte a,a‘ auf bem ©egmente bb' unb ber anbere außerhalb 
beffelben; mithin hoben bie beiben fßrobufte ab . ab‘,a‘b . a'b' »er« 
fchi ebene Seiten, folglich hoben wegen ber erften ber ®teid)un « 
gen (6) auch bie fßrobufte a c . ac', a'c .a‘ c‘ »etfchiebene pichen, 
waS zeigt: bah einer ber beiben fünfte a, a' auf bem ©egmente 
cc‘ unb bet anbere aufkrhalb beffelben liegt, alfo baS Segment 
aa‘ in ec' eingreift. — 

hieraus folgt »on felbfi: wenn baS Segment aa‘ nicht in bb' 
eingreift, fo greift ei auch nicht in cc‘ ein. — 

§. 119. 33efonber« gälle ber 3n»ofution »on fedjS 
fünften. — SBenn bie »ier fünfte a,a';b,b' gegeben finb, fo 
fann ber fßunft c beliebig angenommen Werben, unb bie Sage 
feines conjugirten fünftes c' wirb aiSbann butch eine ber fteben 
(Bleichungen Ca), (b) beftimmt. — Qi fännen beöhalb jwei befon« 
bere gälle »orfommen, in welken bie StwolutionSbeziehungen jwi« 
fchen fünf, fiatt jwifchen fechS fünften, ftattfinben, nämlich wenn 
bet fßunft c in unenbliche Entfernung, ober auf feinen conju« 
girten fßunft c' füllt. — 

I Nehmen wir beit $unft c in unenblicher- Entfernung an 
unb bezeichnen feinen confugirten fßünft c' mit 0; fo werben bie 
©leichungen: 
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ab . ab' aO 

a'b. a'b' a' O ’ 

ba .ba‘ bO 

b'a. b'a' ~ b'O ’ 

Öa . Oa' — Ob . Ob', 

Oa ab Oa' a'b 

Ob ~ ba' ’ Ob' ~ b'a ’ 

Oa ab Oa' a'b' 

Ob ~~ b'a' ’ Ob ~ ba ‘ 


E3 lüfit fid) leicht bireft jeigen: bafj jebe biefet ©leidjungen 
audbrüdt: bnfj bet fßunft Ö mit bett beibcrt paaren a,a-,b,b‘ eine 
Snsolution bilbet, roorin bet conjugitte biefet? 5J3unfte6 0 in un* 
enb littet Entfernung liegt, unb bafi jebe biefet ©leieijungen alle 
übrigen jut golge $at. — SRefjmen mit a- ©• bie brei @leid)ungen 
t>on »erfdjiebenet gorm: 

Oa . Oa' = Ob . Ob', 

Oa' a'b' 

Ob ba ’ 

ab . ab' Oa 

a'b . a'b' Oa' * 

fo lügt ftd) bie etfie fo fd^reiben : 

Oa _ Ob' 

Ob ~ Oa' ’ 

ober fcenn ao ben in unenb liefet Entfernung Hegenben fßunft be* 
jeic^net: 

Oa , oo a ao a' a Oa' 

Ob : ao b ~ ao 6' 5 Ob' ' 

2>iefe ©leidjung jeigt: bafi baö anljarmonifcije 33erfjültnijj bet 
vier fünfte a,b,0, ao bem bet »ier fünfte a' ,b‘, oo, O gleidj ift 
unb bafi folglidj bie brei HJunftepaare a,a') b,b‘) O, a>, eine 3n»o* 
lution bilben.— 5Wan f>at alfo : 

, oo 0 , b O Qoo _ b‘ oo 

^ ao a * ba Oa 'b'a' ’ 
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. _ ii 00 0 , « O 

ober »eil = 1 — — rr »P* 

QO o cc 6' 

Ou' a'6' 

06 ~ ba ’ 

»eldjeS bie ©leidjung (2) ip. — 

Um bie ©leidjung (3) ju erhalten, »oBen »ir in bcc ©lei* 
cfjung (4) für ben gemeinfäaftlidjen gaftor ao O beiber $ljeile baö 
Segment aa' fefcen, fo fommt: 

a'O 6 0 a oo _ b‘ cc 

a'a * 6a aa' ' b'a' 

SJiefe ©leidjljeit geigt: bap bie t>icr fünfte a, b, 0, a' baffelbe 
an^armonifdje ffierfjültnifj Ijaben, als bie »ier fünfte a',b', cc, a; 
man fjat alfo audj bie ©leidjljeit: 

ab * a'b a'6' t ab 1 

aO ’ a' O a' cc ’ a cc ’ 

ober »egen -|^- = l: % 

ab . ab' a 0 

a'6. a'6' a'O ’ 

»el dje$ bie ©leidjung (3) ifi. — 

3J?an fann bie ©leicpungen audj bireft auSein anber ableW 
ten, ojjne anfjarmoiiifdje Sßerfjdltniffe ju <§ülfe ju nehmen. — 2>enn 
bie ©leitfyung (i) fann man fo fdjreiben: 

Oa' 06 

06 Oa * 

woraus folgt: 

Oa' _ 06 w Oa' _ a'6' 

Ob'—Oa' ~ Ob — Oa 0Der 06 ~ ~b!T~ ’ 

»el$e$ bie.®leidjung (2) ip. — 

(Sbenfo Ijat man: 

Oa' a'6 

06' b^öT ’ 

folglich burcty SJfulttylifation: 
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«V ) 4 a'b.a'b' 

Ob. Ob' ~ ab. ab' ’ 

aber »egen Ob. Ob — Oa.Oa' rebucirt P$ biefe ©leichung auf: 

, • Od _ ab . ab' 

“Öä 5 a'b.a'b' * 

welche« bie ©leichung (3) ip. — 

Ümgefehrt fann man auch »on ber ©leidjung (2) au ber ©lei* 
djung (1) gelangen; benn (2) läjjt pdj fo Treiben: 

Oa' __ Ob . Oa' __ Ob 

a'b' ~ ba ° Der Ob' — Oa' ~ Oa—Ob ’ 

folglich: 

Öa' Ob] . _ . ' , „ ., \ 

— — — =-— -i- ober Oa . Oa' = Ob . Ob'. 

Ob' Oa 

ferner fann man leicht feie (Srifiena ber ©leidjung (1) au« (3) 
nachweijen; benn wenn (1) hidjl fiattfänbe , fo fönnte man einen 
fßunft /p beflimriten, Weicht bet ©leidjung; 

Qa.Qa' = Qb.Qb‘ 

genügt, worau« folgt: 

ab. ab' Qa 

a'b.a'b' Qa' ’ 

folglich ip $er$unft Q ip alfo mit 0 ibentifö, 

mithin bie ©leichung (1) eine folge au« (3), worau« p<h folglich 
auch (2) ergibt: 

§. 120. 2>ie ©leichung Öa . Oa‘ = Ob .Ob‘ anigt: bap, wenn 
bie beiben fünfte a,a' auf berfelben ©eite beö fünfte« O liegen; 
in welchem falle bie beiben Segmente Oa,Oa‘ einerlei 3c‘ch en 
haben, baffelbe auch mit ben beiben fßunften 6,6' ber fall iP — 
unb wenn a,a‘ auf »erfchiebenen ©eiten »on O liegen, fo 
gilt baffelbe auch oon 6, b‘. — SBenn alfo bie beiben Segmente 
aa',66' in einanber eingreif en, fo liegt ber fßunft O ttetljwen* 
big auf ihrem gemeinfdjaftlichen !£h«K<> bettn Wenn er äupeti 
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halb ber betbert Segmente läge, fo märe ein« bet beiben ißrobufte 
größer, afö ba« aftbere. — SBenn ein« ber beiben Segmente ganj 
auf ba« anbere fällt, fo liegt ber f>unft 0 offenbar aufjetljalb 
beiber — unb wenn enblich beibe Segmente feinen gemeinfdjaft* 
lidjen S^eil haben: fo liegt ber fßunft 0 jmifdjen ihnen. 3)enn 
er fann nicht auf einem berfelben liegen, meil al«bann bie beiben 
fßrobufte nicht baffelbe 3eichen hatten — unb er fann auch nicht 
bieffeitö ober jenfeit« beiber Segmente liegen, meil in biefem 
gafle eind ber beiben l}?robufte größer märe, alö ba« anbere. — 

§. 121. II. 9Bir mollen nun annehmen, bah bie beiben fßunfte 
c,c‘, melche mit a, a'; b,b‘ eine 3moolution bilben, in einen fßunft 
e aufammenfallen; fo rebuciren fich unfere fteben ©leichungen auf bie 
»ier folgenben: 

ab. ab 1 (ae) 2 

a'b.a'b' ~ (a'e) 2 ’ 

ba . ba' (b «) a 

b'a.b'a' — "C&'O 2 
ab ' . be‘ . ea' = — a'b .b'e. ea, 
ab ,b' e . ea' = — a‘b‘ .be . ea. 

3ebe biefer ©leichungen brücft au«: bah ber fßunfte mit ben 
beiben fßaaren a,a‘)b,b‘ eine 3n»olution bilbet, morin ber con» 
cugirte biefe« ißunfte« mit biefem felbft jufammenfäflt. — 2>ie Sage 
bet fünfte, melche biefe digenfchaft haben, mitb butch jebe bet »iet 
obigen ©leichungen beftimmt, melche nom jmeiten ©rabe jinb, unb 
folglich jmei Sagen be« fünfte« e geben. — Sejeichnen e,f biefe 
beiben fünfte, fo hat man: 



folglich: 


ab . ab' (a/D 2 

a'b.a'b ‘ ~ ( a'f ) 2 ’ 


(ae) 2 _ 

ia'ey 


(af ) 2 

Ca'/-) 2 


unb 


ae 


a e 


*L 

a'f 


3)er jmeite XfyeU biefer ©leichung muh ba« 3ei<hen — haben, 
meil fonfi bie beiben fßunfte e,f notfjmenbig jufammenfielen, ma« 
nicht bet gaß ifi, — 


Digitized by Googl 



$beotie bet Snbolution. 


107 


Ebenfo Ijat man: 

be _ bf 

b'e ~ b'f • 

2>iefe Relationen jeigen: bafi bie beiben fünfte, wobon 
feber mit feinem conjugirten jnfammenfälft, bie beiben 
Segmente aa',bb‘ Ijarmonifdj teilen. — £a bie 93eftimmung 
biefer beiben fünfte non einet ®[eidjung beö jroeiten @rabe$ ab< 
Ijängt, fo fönnen fte imaginär fein, waö bet gafl ifl, wenn bie 
beiben Segmente aa',bb‘ in einanbcr eingteifen (§. 36). 


§ 121°. Umgefeljrt: 2Benn jwei fünfte e, f jwei Seg* 
mente aa‘,bb‘ $ugleic§ ^armonifd) tljeilen, fo bilbet febet 
biefer fünfte mit ben beiben paaren a,a'; b,b‘ eine 3n< 
»olution, worin biefer fßunft fein eigener confugirter 

«f». - 

Denn nad) §•. 37 fjat man: 


, J_ 2 

ef ea ‘ ea' ’ ef 

worauö folgt: 

J 1_ _ _ / 1 

ea eb V ea' 


eb 


1 

eb' 



) 


eb — ea eb' — ea' 

ea . eb ea' . ea' ’ 


ab a'b ' 

ea . eb ea' . eb' ’ 

ober: * 

a b . b'e .ea' — — a'b' .be . ea, 

welche« eine ber ©lekfjungen (<f) ifh — 

§. 122. 2>er $unft e fann in unenb lieber Entfernung fie* 
gen; atöbann werben bie ©leldjungen (<f): 


ab . bb' = a'b . a'b', 
b'a . ba' = b'a . b'a', 

I 

ab = b'a', ab' = ba', 
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unb bet }»eüe «Punft f liegt in bet «Witte jebeö bet beiben ©eg* 
mente aa', 66'. Er ldßt fi<h leicht geigen : baß bie beiben fünfte* 
paare a,a';6,6' fowobl mit bem in unenblidjet Entfernung lie* 
genben fünfte e ober co, alr .mit f eine 3noolution bilben. 
Denn bie etfte ©leichung j. 33. fann fo gefdjrieben »erben: 

ab a oo a‘b‘ a‘ co 

a'b ’ a'cc ab' ‘ aoo ' 

»otaur er beüet: baß bar anbarmonifche SBerbdltniß ber »ier fünfte 
a,a',b, ao bem bet »ier fünfte a',a,b‘, co gleich ifi. Die beiben 
Ißunftepaare a,a‘\b,b' unb bie beiben in unenbi ich er Entfernung 
jufammenfallenben fünfte bilben folglich eine 3n»olution. — 
Daffelbe gilt ^infle^ttic^ ber fünfter f) benn »egen af= — a'f 
fann man btefelbe ©leichung auch fo fchreiben: 



* 

»oraur folgt: baß bie vier fßunfte o>a', b,f bajfelbe anbarmonifche 
S3ert)dltniß hoben, alr bie »ier fßunfte a‘,a,b',f, unb baß folglich 
bie beiben fPunftepaare a, a';6, 6' unb bie beiben in f jufammen* 
fatlenben fünfte eine 3n»olutton bilben. — 

§. 123. Eigenfdjaften »on fedjr 3n»olutionrpunften. 
— Eentralpunft. — Dof)f>elf>unfte. — SBenn fedjr fünfte 
a, a'; b, b'y c, c' in 3n»olution finb, unb man nimmt j»ei 
anbere fünfte d, d' an, welche mit ben beiben erftenfjlaa* 
ren a,a'; bb' eine 3n»olution bilben; fo bilben biefelben 
fünfte d,d! auch mit bem britten fßaare c,c' unb einem 
ber beiben erften ffiaare eine 3noolution. — 

Denn ba bie brei fßunftebaare a, a';6, 6'; c, c' eine 3n»olu» 
tion bilben, fo iß bar anbarmonifche 33erbäUniß ber »ier fßunfte 
a, 6, 6', c bem ber »ier fünfte a',b',b,c' gleich, »ar burch bie 
©leithl'eit: 

ab 4 cb fl' b' t c‘b‘ 

ab' ’ cb' a'b ' c’b 

auSgebrücft wirb. — 

Dergleichen, ba bie brei IjJunftebaare a, a; 6,6'; d,d‘ in 3n* 
»olution ftnb, fo bat Aon: 


Digitized by Google 


Xfteorie bei Snbolution. 


109 


ab , db _ a'b' , d'b 1 

ab' ' db 1 a'b ' d'b 

2lu$ tiefen beiben Gleichungen ergibt ftd) fofgenbe: 

cb db _ c'b' . • d'b 1 
cb' ! db' ~ c'b : d'b * 

»eiche lehrt: bah baö anharmonifche ©erhültnift bet »ier fünfte 
b, V, c, d bem ber »ier fünfte b‘, b, c', d' gleich ift — unb mithin 
bilben bie brei ©unftepaare b, b' ; c, c'j d, d' eine 3n»olution. — 

§. 124. 3)er burch bie ©ieichung: 

Oa . Oa' = Ob . Ob' 

beftimmte *ßunf* Ö bilbet mit ben »ier fünften a,a')b,b‘ eine 3n< 
»olution, in welcher bet conjugirte biefeö fßunfteö O in unenb* 
liehet Sntfernung liegt (8. 119), unb nach bem eben bewiefenen 
Safte h«t btefer Ißunft in ©ejielfung auf bie beiben fßunftepaare 
b,b']c,c‘ biefelbe Gigenfcftaft, fo baf? man auch bie ©leicftung hat: 

Ob : Ob' = Oc . Oc' 

unb mithin ben ,8ehrfaft: 

aBfjtrt bt.ei $$u|jftep.aare in 3n»olution finb, f» gibt 
ed immer einen gewiffenfßunft, beffen Slbfidnbe »on jwei 
beliebige» conjijigitten fßtfnftep ein confiante« fßrobuft 
geben. — 

3Bit wollen biefen merfwürbigen ißunft ben (Eentralpunft 
ber 3«»olution nennen. — 3)a berfelbe mit j»ei beliebigen ber 
brei ©unftepaare eine 3n»olution bilbet, in Welcher fein confu* 
fugirter ©unft in u nen blichet (Sntfernung liegt; fo finben 3 »ifchen 
biefem fßunfte unb irgenb jwei ber brei 3n»olution$paare auch bie 
©leidjungen (c) in §. 119 fiatt. — 

Umgefelftt: 2ßenn brei fßunftepaare a,a‘) b, b' c, c' ben 
Relationen: 

(e) Oa . Oa' == ,0b . Ob 1 — Oc . Oc' 

genügen, fo bilben biefelben eine 3n»olution. — 

fDenn wenn ber ©unft cf mit ben fünf ©unften a,a',b',b',c 
feine 3n»olutlon bilbete, fo gäbe eö nach bem ©orftergehenben 
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tinen anbern IJJunft c", für welchen bie3 bet ftall Wüte, unb man 
bitte bann jugleidj bie beiben (Relationen: 

Oa . Oa' = Oc . Oc', 

Oa . Oa' = Oc . Oc“, 

worauf folgt: 

Oc" = Oc 1 . 

ÜJlitbin ftnb bie fet^d fünfte a,a'; b'b 1 ; c,c‘ in Snoolution. — 
Ober: 2)ie ©leidjungen: 

Oa. Oa' = Ob. Ob', 

Ob . Ob = Oc.Oc', 

Oc. Oc' = Oa . Oa' 

geben refp. : 

Oa ab Ob' _ b'c Öc_ c'a' 

Ob' ~ b'a' ’ Oc' ~ c'b ’ Oa - ac ’ 

♦ 

unb wenn man biefe brei lebten Oteid^^eiten in einanbet muUtyU* 
cittj fo erhält man bie ©letdjbeit: 

ab. b'c. c'a' = — a'b' ,bc‘ . ca, 

welche auSbnicft : bafj bie fedjö fünfte a,a';b,b';c,c' in Snoo* 
lution finb. — 

Sluö ben ©leidjungen (e) (affen ftch auch bie Snuolutionöglei* 
jungen mit acht Segmenten (8. 117) Verleiten. — SDenn aud: 

Oa ab Oa _ ab' 

Ob' ~ b'a' ’ Ob b^~ 

folgt; 

(Oa ) 2 ab . ab' 

Ob. Ob' ~ a'b, a'b' ’ 

unb ebenfo bot man: 

(O«) 2 ac.ac' 

Oc.Oc ‘ ~ a'c.a'c' ' 

9Jun ift abet: 

Ob . Ob' — Oc .Oc'; 

folglich: 
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ab . ab' ac ac' 

a'b.a'b 1 a'c.a'c' ’ 

welche« eine bet ©leidfungen (a) mit Segmenten ift. 

§. 125. Durch -bie ©igenfdjaft Jbea ßentralpunftea wirb baa 
Spfiem non fecha Snoofutionapunften auf eine fefjr einfache SBeife 
dfarafteriftrt. Dennoch fc^eint una biefe eigenfdjaft jut Defini* 
tiori ber Snoolution nicht bie paffenbjle ju fein, »eil jie auf bet 
Betrachtung einea fßunftea beruht, ber nicht ju bem Spfteme bet 
fecha fßunfte gehört, beten gegenfeitige 33ejiehungen auagebrücft »et* 
ben foHen, »ähtenb burcff ben Begriff bea anparmonifchen 33er* 
bültniffea biefe Sejiebungen unmitteibar auagebrücft »erben, 
inbem man bloa biefe fecha fünfte felbfi betrautet. — ?lucjj ifi bie 
6igenfcpaft bea ßentralpunftea feiten bie, »eld)e bei ; ben 2in»en* 
»enbungen ber Xf)eox\e ber 3»»olution »orfommt. 

§. 126. 3ßenn man über jwei Segmenten aa',bb‘ j»ei 
beliebigelfreife befdfretbt, fo geljt ihre gemeinfchaftlidje 
Sehne fieta burch ben ßentralpunft. — 

6a fei g ber eine Durd)f<hnittapunft ber beiben Jfreife, fo »itb 
behauptet: baß bie ©erabe Og auch burd) ihren jweiten Durch* 
fcpnittapunft geht. — Denn »enn g‘,g“ bie fßunfte bejeichnen, wo 
biefe ©erabe Og bie beiben ifreife junt jweiten fDfale fdjneibet; 
fo h«t man: 

Og . Og' = Oa , Oa', Og . Og “ = Ob . Ob', 

unb: 

Oa . Oa= Ob . Ob 

folglich: 

Og'=Og"j 

b. h* bie beiben fünfte g',g" fallen jufammen. — folglich jc. 

£ieraua folgt: SBenn man über brei 3n»olutionafeg* 
menten brei burch benfelben beliebigen ißunft gehenbe 
Ifreife betreibt, fo gehen alle brei butch ein unb ben* 
feiben jweiten fßunft, unb ihre gemetnfchaftliche Sehne 
geht burdh ben ßentralpunft ber Snooiution. — 

ferner: Die übet brei Snoolutionafegmentenaia Durch* 
meffet befdjriebenen Ifreife gehen alle brei burd? bie* 
feiben beiben fünfte. — 
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Senn bic gemeinfd)aftli<$en ©ebnen Don je Stt>ei biefer Streife 
geben alle brei butib ben (Sentratyunft, unb ba fte auf bet ©etaben 
bet btei Segmente fenfrecbt ftnb; fo fallen fte jufammen. golgli^Jc. 

Sie Sutcbi<bnitt«bunfte bet brei Streife fönnen imaginär 
fein, wa« bet gall ifl, wenn bie ©egmente nicht in einanbergrei* 
fen } unb al«bann finb bie Don bem Sentralpunf te an bie 
btei St reif e gelogenen Sangenten Don gleitet Sänge. — 
Sffienn bie übet ben btei ©egmenten aa', bb‘, cc' al« Su«b> 
meffer befdjriebenen Streife fid} fcbneiben, fo ftnb bie Don einem bet 
Surcbfdjnitt«punfte nad) ben ©nb^unften jebe« Segmente« gelogenen 
©eraben auf einanbet fenftedjt. — -Wan fann alfo fagen: SBenn 
btei ln geraber Sinie liegenbe ©egmente eine SnDolu* 
tton büben, fo gibt eö jwei reelle, ober imaginäre fßunfte, 

Don »eitlen au« bie btei ©egmente unter rechten 2Bin* 
fein etfdjeinen. — 

Umgefebrt folgt Ijierau«: SBenn f ic^ ein regtet SBinfel 
um feinen ©Reitel breljet, fo finb bie (Snbbunfte bet 
©egmente, weldje betfelbe in btei beliebigen Sagen auf 
einet feften (SJeraben abfdbneibet, in 3nDolution. — 

§. 127. IIL Sopbelpunfte. - SBir wollen nun bie beibin 
fünfte e,f betrauten, wooon jeber mit ben Dier fünften a,a', b,b' 
fine SnDolution Don fünf fünften bitbet , worin biefet 9ßuntt e 
ober f mit feinem conjugirten lufammenfäHt (§. 121). 9tad)§. ,123 
haben biefe beiben fünfte in 3)e}ug auf bie beiben *ßaare 6,6'; c,v 
biefelbe ©igenfdfaft; fte feilen alfo bie btei ©egmente ao', 66', cc' 
iugleid) ^atmonifc^, unb man $«1 baber ben ©a&; 

SBenn brei fßunf tepaare a,a‘; 6,6'/ cc' in Snöolution 
finb, fogibt eö iwei reelle, ober imaginäre fünfte, weldje 
bie btei ©egmente aa',66',cc' batmonifd) t&eilen. _ 

Siele fünfte, beten 93etracbtung oft Don Stufen ifl, wollen | 
wtr bie Sobpelpunfte bet 3noolution nennen. — 

3wifcf)en jebem biefet fßunnfte unb irgenb iwei Don btei 3n< 
Dolutionöpaarett ftnben alle ©leidjungen (d) in §. 121 ftatt, unb 
iebe biefet ®leid)ungen fann iut Skflimmung bet fraglichen fünfte 
bienen. 

Sie beiben Sobpelpunfte liegen auf beiben ©eiten 
unb in gleicher (Sntfetnung Don bem (£entralf>unfte. — 
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iDenn ba e mit a,a';b,b‘ eine 3noofution bitbet, fo bat 
man: 1 

Oa . Oa‘ = Ob . Ob 1 = (Oe) 3 , 
unb ebenfo für f: 

Oa.Oa ' = Ob. Ob' = (Of) 3 } 

folglich: 

(Oe ) 3 = {Öfy, Oe = — Of. 

1 \ 

Offenbar mtifj man fcaö 3*tctjen — nehmen, weit mit bem 3«' 
cf»en -f- bie beiben fünfte e,f jufammenfielen. — 

2)ie Relation (Oe) 3 = Oa . Oa' = Ob. Ob' jeigt: baf biefe 
beiben fünfte imaginür ftnb, wenn ber Ißunft O auf ben Seg. 
menten aa',bb‘ liegt, Waö ber Salt ifi. Wenn biefe beiben Seg» 
mente in einander greifen (§. 120), wogegen bie beiben Dop* 
pelpunfte reell ftnb, wenn bi ebeiben Segmente ganj aufeinanber 
falten, ober feinen «Jlunft gemein tjaben. — 

§. 128. Die ben beiben paaren a,a'',b,b' entfpredjen* 
ben Doppelpunfte e,f bitben mit ben beiben (ßunftepaa* 
ren a,b'-,a',b eine 3noolution. - 

Denn nach § 121 l)at man bie beiben ©leid)ungen: 


ea . cb' 

a b' 

fa.fb ' ab' 

ea‘ . eb 

a'b 

’ fa'.fb a'b ’ 

folglich: 

ea . eb' 

_ fa.fV 


ea' . eb 

fa'.fb ’ 


welette ®teicj)f>eit auSbrürft: bafi bie brei Segmente a b', a'b, ef in 
3n»olution ftnb. Ober, weil bie beiben fünfte e,f jebeö ber 
beiben Segmente aa',bb‘ Ijarmonifcij teilen, fo tjat man: 


folglich: 


ae a'e be 6'e 

af ~ a 7 / 7 ’ bf ~ Vf~ 5 

ae _ a'e b'f bf 

af ' a'f ~ b'e : TT ' 


Woraus errettet: bafi baö anljarmonifdje Serfjültnifj ber »ier fünfte 
teuere ©tonutric, g 
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a,a')e,f bem ber t>ier fünfte b',b,f,e gleich ifl, unb mithin bilben 
bie brei ipaare a,b'‘,a‘,b)e,f eine 3n»olution. — 

9Baö »on ben beiben (Segmenten ab‘,a'b gefagt iff, gilt auch 
»on a b, a' b‘, fo bajj bie beiben fünfte e,f, alö conjugirte, gtt> e i 
»erfdpiebenen 3n»olutionen angeboren, wo»on jebe bie »ier an« 
bem fünfte a,a',b,b‘ entölt, aber »erföieben gepaart. — 

8. 129. Gonflruction beö Sentralpunfteö. — 3ur Se« 
ftimmung beö (Sentralpunfteö ftnb jwei fpaare conjugirter fünfte 
a,a b,b‘ hinreichend — Sffienn bie beiben Segmente aa“, bb' in ein« 
anber eingreifen, fo fannmanum biefeiben alö fDurchmeffer jwei 
Äreife betreiben, beren gemeinfchaftlidje Sehne ben (Sentralpunft be« 
ftimmt. — 2Benn bie beiben Segmente nidjt in einanbet greifen, 
fo legt man burd) einen beliebigen, außerhalb ber ©eraben ab liegen« 
ben $unft g jwei Äreife, beren refp. Seinen bie beiben Segmente 
aa‘,bb' ftnb. (Diefe [beiben Äreife fchneiben ftd) in einem jweiten 
fßunfte g' unb bie ©erabe gg' befiimmt auf ab einen ißunft O, 
melier ber Gentrafpunft ifl; benn man Ijat: 

Og . Og' = Oa . Oa' = Ob . Ob'. 


Dber: 3)er ipunft O wirb nach §. 119 burdj bie QHtid/ung: 
Oa ab' 


Ob 


ba' 


(/*) 


befiimmt. 3tept man alfo bure^ bie fünfte a,b jwei ‘.parallelen 
aa,bS, welche refp. ben Segmenten ab‘,ba‘ gleich ftnb; fo beftimmt 
bie ©erabe aS ben fPunft O. — $ie beiben Segmente au, 66 
Werben in bemfelben, ober in entgegengefefctem Sinne genom« 
men, jenad)bem bie ihnen gleichen Segmente ab', ha' in einerlei, 
ober in entgegengefefctem Sinne genommen ftnb. — 

Sluö ber ©leichung C fO folgt: 

Oa ab' ^ O« ab' 

Ob — Oa 

mithin : 


unb wenn u, 6 fe^t 
ftnb: 


ba' — ab' ab ba'-\-b'a ’ 

_ ab . ab' 

<t0 ~ ab'+a'b * 

bie Bitten ber beiben Segmente aa b b' 
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(Sbenio iß: 
unb: 
folglich : 


a Cr 


, ab . ab' 
■ 2 a? 


a' O = 


a'b. a'b' 
2a? ' 


aO -4“ a' O 

-O: $ ! 


n ab . ab' -f- a' b . a'b' 

«O = 

4a? 



3n biefen SluSbrücfen von aO,aO tonnen bie beiben fünfte 
b,b‘ imaginär fein, unb fpäter Werben wir eine ßonßruction be$ 
fünftes O mittbeilen, Welche auch in bem gafle anwenbbar iß, wo 
auch bie beiben fünfte a,a‘ imaginär ßnb. — 

§. 130, ßonßruction ber beiben 2>oppelpunfte. — 
9iad) §. 127 tonnen bie beiben Joppelpunfte burch jebe ber ©lei* 
chungen Cd) in § 121 beftimmt Werben. 3)ie erße berfelben gibt: 

ue yf ab . ab' 

a'e ~ ~ V~ a'b. a'b' 

unb e$ fommt folglich barauf an, baö Segment aa' in einem gege« 
benen93erhältniffe ju ttjeilen. — 3u bem 3wecfe jieht man 
burch bie fünfte a,a‘ jwei parallelen ak,a'k', welche refp. gleich 
V~ ab. ab', a'b. a'b' ßnb; fo beßimmt bie ©erabe kk' benißunft 
e, unb wenn man a'k“ = a‘k‘, aber in entgegengefefctem Sinne 
nimmt; fo beftimmt bie ©erabe k'k“ ben fßunft f. — 

3ur Seßimmung ber Sängen »on ak, a'k' braucht man nur 
über bem Segmente bb' alö 2)urchmeffer einen Äreiö ju befdjreiben 
unb burch bie ißunfte a, a‘ Jangenten an benfelben, ober ißerpenbi* 
fei auf ben 25ur<hmejfer bb' }tt gieren. 

SEBenn bie beiben Segmente aa',bb‘ in einanbergreifen, 
fo iß ein$ bet beiben Sßrobufte ab .ab', a'b .a'b' negativ, mithin 

. a J - imaginär, bie (Sonßruction ßnbet nicht mehr ßatt unb bie 
beiben gefuchten fünfte ßnb imaginär. — 

8 * 
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Ober: Durd) einen beliebig angenommenen ©unft g legt man 
jwei Greife, beten refp. Seinen bie Segmente ab', a'b ftnb, fo 
fcbneiben ftd) biefe Greife in einem jweiten fünfte g‘. — Durch 
benfelben ©unft g jief)t man jwei anbere Greife, beren refp. Sehnen 
ab, a'b 1 ftnb, unb welche ftcb in einem anbern fünfte g" fcbnei* 
ben; fo gebt bet butcb bie brei fünfte g,g',g" gelegte ffreiö burcb 
bie beibett gefugten fünfte e, f. — (Denn bie brei Segmente ab, 
a'b, ef ftnb in 3noofution (§ 128); folglich gebt ber butcb bie 
brei fünfte e, f, g gelegte ffreiö butcb *en Durcbfcbnittdpunft g' 
ber jfteife, beren Sebnen bie Segmente ab', a'b ftnb (§. 126); bie; 
fer ifreiö gebt alfo auch burcb bcn ©unft g". folglich jc . 

SBenn ber burcb bie brei fünfte g,g‘,g" gelegte ifreiö bie @e« 
rabe ab nicht trifft, fo ftnb bie beiben Doppelrunfte imginär. — 

Dber: lieber ben beiben Segmenten ab', a'b alö Durch* 
meffer befcbreibt man jwei Greife, unb über ben beiben Segmenten 
ab, a'b' jwei anbere Greife; fo beflimmt ber burcb bie Durch Übnittö« 
punfte biefer Greife gelegte iTreiö bie beiben fünfte e, f, weil bie 
brei Segmente ab,a'b,ef fowohl alö bie brei Segmente ab, a'b, ef 
in 3n»olution ftnb. — 

§. 131. .£>at man ben ßentralpunft 0 confhuirt, fo fann mau 
bie beiben Doppelpunfte burcb bie 9lu$brücfe: 

Oe = + l'Oa.Oa', 

Oe = + \ r ( O a) 2 — (« a)* 

befiimmen, wo bie beiben Ißunftepaare a,a' ober b,b‘ auch imagi* 
när angenommen werben fönnen.*) — 

Der erfbe biefer 9lu«brü<fe gibt wegen ber iffiertbe oon Oa unb 
Öa' (§. 129): 

. , \^ab . ab' . a'b . a' b' 

°‘ =± üe • 

unb mithin: 

„ j // a b . a'b . a'b . a'b' 

tf= re 

ferner ifi ae= aO — eO, unb folglich Wegen ber Suöbrücfe 
oon aO, e O : 


*) 9Bo bie beiben imaginären ©opoelpunfte liegen, ifl naeb 
ben früpern ©emerfungen über bie Sage imaginärer ©unfte befannt. — 
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ab . a' b . a‘ b . a' b' . ab . a'b . ab' . a' b' 

«« = t— s r g— = , 

4«s — 2ae 

wo bi« bciben 3 f *d) ftl + b*n beiben fünften e, f entfprechen. — 

2) ief«r ?Iu«brucf oon ae jeigt, baß biefe beiben fünfte e, f reell 
jinb, wenn baö fßrobuft ab . ab' . a'b . a'b' bofitio ifi, wa« offen* 
bar immer ftattfinbet, Wenn ba« eine ber beiben Segmente aa',bb‘ 
ganj auf bem anbern, ober ganj außerhalb beffelben liegt — 
unb baß im ©egentßeil biefe« ‘Jlrobuft negatit} ift, Wertn bie bei* 
ben Segmente in einanber greifen. — 

3) er Stuftbrucf oon a« fann auf bie einfachere gotm gebraut 

»erben: • 1 ' 

C V ab . ab' + a' b . a‘ 6') s 

ae = =r — = — — , 

4 aS 

Worin bie beiben fünfte b, b' auch al« imaginär angenommen 
werben fönnen, weil bie Ißrobufte ab . ab', a'b . a'b' unb bie SDfitte 
6 be« Segmente« bb' immer reell finb. — Später werben wir 
eine Relation geben, Welche jur Seftimmung ber beiben (reellen) 
2)oßpe(f)unfte auch in bem galle bienen fann, wo bie Segmente 
aa‘,bb' beibe imaginär ftnb. — 

(Sbenfo ßat man: 

- ( Vba.ba' + Vb'a .b'a'Y 

^ 4 Ta ’ 

wo ba« 3 e i^en + gefefct werben muß, weil für bie brei fünfte 
a, S, * bie SRelatioir" ae -f «£ + = 0 ftattftnben muß, welche fo 

erfüllt wirb. — 

2>a« SBerjjaltniß ber beiben Segmente ae,6e ifi: 

ae (1 ab. ab' + \f a' b . a' b'~) 2 

de (J ^ba.ba' + l/~b' a . b' a') 1 

(ab. ab' — a'b. a'b')* 

~ [( a b + a'b') V ab' .a'b + (a' b + a b‘) V ä&Tä'&'P ’ 

inbem man im 3ä&(er unb kennet mit (V ab .ab'+ V a'b . a'b') J 
multißlicirt. — 
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Stfie 9m$HIung. 


9?un ifl aber (§. 129): 

ab . ab 1 
2«G ~ a0 > 


a'b. a'b' 
2 «? 


= a' O, 


folflüc^: 

ab . ab' — a' b . a'b' = 2aS (a 0 - a‘ 0 ) = 2aS . aa', 


unb n ad) 8 4: 

• ‘ ab 4- a'b 1 = 2aS, a'b -f- ab' = 2«?. 

ÜHatt fjat alfo enblid): 

ae (aa 1 ) 2 

Se ~ (j/ab'.a'b + Vab.a'b'V ' 

*t>o bafl eine 3 f >^ e11 bem SSer^äftniffe uitb ba« anbere bem 

33etljältniffe -~^r- entfpri($t. — 

§. 132 . Sonftruction beö fecfyöten ißunfteö einer 3n* 
uolution. — @4 feien a,a‘‘,b,b' j»ei QJaare conjugirter fünfte 
unb c ein fünfter Ißunft einer 3noolution, beren fedjöter fßunft e' 
Qefunben »erben foll. — CDtrnf) einen »iUfürlidb angenommenen 
^3unft g jie^e man j»ei Greife, beren tefp. Seinen bie Segmente 
<*<*', 65' finb; fo fcpneiben fid) biefeiben in einem jmeiten fünfte g‘, 
unb ber burd) bie brci fünfte g*g‘, c gelegte itreiS fdjneibet bie 
®orabe abc in einem j»eiten fünfte c‘, »cicper bet feiste iflunft 
ber 3m>olution ift (§. 126 ). 

3)iefe (Sonftruction ftnbet nocp ßatt, »enn ein« ber beibenSeg* 
^^nte aa', bb', ober beibe, i maginür »erben, »eil man, »ie »ir 
fräter fefjen »erben, burd) einen gegebenen ißunft immer einen ÄreiS 
e 9 e » fann, »ei^er mit einer ©eraben j»fi butd) iljre Griemen te 
(S 54) beßj mmte imaginäre $urepfönittöpunffe ()at. — 
neQ m f n bet: 9?ac$bem ber gentralpunft O beftimmt ift, fann man 

Oa . Oa‘ 

Unb b(ef 

paare * Erntet iß a u<b in bem ffalle an»enbbar, »o bie^Junfte* 

imaginär finb. - 
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§. 133. Relationen für fedjs fünfte in 3noolution, 
worin ein willfütlidjer $J}unft »orfommt. — Sßenn auf 
einer ©eraben brei beliebige fefle «Segmente aa‘, bb‘, cc', 
beren SRitten a,S,y finb, unb ein beliebiger 5ßunft m ge« 
nommen werben; fo befjült ber Sluöbrud: 

ma . ma' . Sy mb . mb' . ya mc . mc' . aS 

fiel« benfelben 2Bertf), Welche Sage ber $ßunft m aud) Ija« 
ben mag. — 

Denn e$ fei M ein anberer '4$uttft, fo ift: 

ma= Ma — Mm, ma‘ — Ma‘ — Mm, 

unb: 

ma . ma‘ = Ma . Ma' — 2 Ma . Mm -f- (Mm) 2 f 

fo wie: 

mb.mb' = Mb .Mb 1 — 2 MS . Mm + (Mm) 2 , 

mc . mc‘ = Mc . Mc' — 2 My . Mm -j- ( Mm) 2 . 

ÜWultiplicirt man biefe brei lefcten ©leidjungen refp mit Sy, y U , 
aS, abbirt bie ‘ßrobufte, unb bemerft, bafj man für bie breilßunfte 

a, S,y unb für bie »ier fünfte a, S,y, M refp. bie Relationen Ijat: 

S y y cc (t S — 0 , 

M « . Sy MS . ya-\- My . ccS = 0', 
fo erfjält man bie Steigung: 

ma . ma' . S y -j- mb . mb' . ya -f- mc . mc' . aS 

= Ma . Ma' . Sy -f- Mb . Mb ' . ya -f- Mc . Mc' . aS, 
moburd) ber ©afc bewiefen ift. — 

§ 134. 2Benn fe<$« paarweife conjugirte fünfte a,a'; 

b, b‘) c,c' eine 3n»olution bilben, unb man nimmt auf 
berfelben ©eraben eitlen beliebigen $unft m an; fo Ijat 
man, wenn a,S,y bie Bitten ber brei ©egmente aa',bb',cc 
finb unb bie 3eidj ente 8 e l beoba<fytet wirb, ftetd bie Re« 
lation: 
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Crflr %6t$titunq. 


(1) ma . ma! Gy -|- mb . mb' . ya -j- mc . mc' . «ff = 0. 

5>enn nadj bem le&ten Safce f>at ber erfie Jfjeil biefer ©ieU 
djung für jebe ?age be6 fßunfteft m einen confianten 2Bertf). 
Ziffer SBertb ifi aber = 0, wenn brr «punft m mit bem ßentraU 
punfte O jufammenfäüt, weil alöbann bie brei «firobufte ma.ma', 
mb .mb' ,mc . mc' einanber gleich ftnb, alfo bet erfie 2f)eil bet 
lebten Steigung wirb: 

£ . | ff'" ■ 

mo.ma'(Gy-j-ya ~f aS )> 

Welche ©röfje wegen bet Relation Gy-f- ya + «ff = 0 offenbar = 0 

iü. - 

Dbet: 2>a bie 2)oppelpunfte e,f ber 3n»ofution jebeö ber brei 
Segmente aa',bb‘,cc‘ §arraonif<$ feilen, fo fjat man bie «Rela* 
tionen : 

ma . rwa'-f- me ,mf= 2 ma . m O, \ 

mb . mb' -(- mc . mf— 2 mff . m O] ( (§. 42, ©1. 7) 

mc.mc'-j-me.mf=2 my . mU. ' 

s 3Rultiplicirt man biefe ©leieijungen vefp. mit G.y, ya, aff, abbirt 
bie fßrobufte unb beamtet bie beiben ^Relationen: 

ff y ~f* y a -f- ct ff ^ 0, 

ma . Gy -f- mff . ya -j- my . aff = 0; 

f° er^Sit man: 

ma . ma' . Gy mb . mb' . ya mc . mc' . off = 0; 

W. b. W. f. 

9Benn man bie brei fünfte a', b', c' refp. mit if)ten conjugirten 
b > c jufammen fallen fügt, fo erhält man für »ier in geraber Sinie 
* lf fltnbe Sßunfte a,b,c,m bie «Relation: 

(1<) (ma)*.6c + (»ife)a co -f (mc)s.ab-f- ab.bc.ca~ 0. 

2Benn bie beiben fünfte b, b' mit bem $oppelpunfte e un b 
* eiben fßunfte c, c' mit bem Doppelpunfte f jufammenfallen, fo 
n>ir b bie ©leidjung (i) ; 

(2) ma.ma' .ef-\-(m «)*. f a + Cm f) 2 .«« = (), 
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Weldje Relation audbrüdt, bafj bi« »ier fünfte a,a'\e,f eine bat* 
monifdje Proportion bilben, unb in §. 43 bereit« auf einem 
anbern 2Bege erhalten ift. — 

§. 135. ©leidjungen mit bem Eentralpunfte. — SBenn 
ber Punft c' in u neu blieb er Entfernung angenommen wirb, in 
weitem gälte c bet Eentralpunft O wirb; fo wirb bis ®lei* 
d)ung (1): 

(3) ma.ma ' — mb . mb' -j- 2 aG . m O = 0 

Denn bioibirt man bie ©leidjung (1) burdj Gy, fo bat man? 


ma . ma' -{■ mb . mb 1 . 



-j- mc . 


mc‘ 

w 


aS ~0. 


9tun ift aber: 


Gy = 


Gc + Ge' 
2 


Gy _1_ / Gc Gc' \ 

mc 1 2 V mc' mc' )’ 


unb wenn c' in unenblidfer Entfernung liegt; fo liegt y aucf) in 
unenb lieber Entfernung, unb man bat: 


ya ■ ay . Gc „ bc' . Gy _1_ 

Gy Gy ’ mc' ’ mc' ' mc' 2 


$)ie allgemeine ©leidjung (1) wirb bemnadj: 


ma . ma‘ — mb . mb' -\~ 2nG . mO =0, 


unb man bat folglich ben Sa&: 

SBenn aa',bb' jwei Segmente einer ©eraben, O if)t 
burd) bie Relation: 


Oa . Oa' — Ob . Ob' 


beftimmter Eentralpunft unb a,G ihre ®?itten finb; fo 
bat man für einen beliebigen Punft m biefer ©eraben bie 
Relation: 

ma.ma' — mb . mb' -f- 2 aG . m O — 0. 

Dber: 2>ie üftitte ber beiben Xoppelpunfte e,f ift ber Een* 
tralpunft O, fo baj? man nach §. 42 bie beiben ©leidjungen bat: 
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®r(J e *Hbt^«Uung. 


me . m f ma . ma' ~2 ma . mO, 

me . mf + mb . mb' — 2 mS . mO, 
worauf burdj Subtraftion folgt: 

ma . ma‘ — mb.mb' — iSu.mO, W. b. W. f. 
Sffienn bet fßunft m mit a aufammenfdllt, fo iß: 


( 4 ) 


ab . ab' 
aO 


= 2 a?, 


Wie bereit« in § 129 bireft gefunben ift. — 


§. 136. Sonftruction be« ßentralbunfte«. — 3>ie ©lei» 
cjjung (3) fann jut Sonjlruction be« Sentralpunfte« O einer burdj 
jwei Segmente aa',bb‘ beftimmten 3nt>olution bienen, unb jwat 
nudj in bem galle, wo bie beiben Segmente imagindr ftnb, wie 
folcfje« gefcbeben fann, wenn fte »on bem 2>ur<l)fcbnifte einer ©eta» 
ben mit jWei greifen Ijetrüljren; benn biefßrobufte ma.ma,mb.mb, 
fo wie bie SJtittelpunfte a , S ber beiben Segmente bleiben reell.— 
«ffienn bie fünfte a,a‘ ober b,b‘ teil ftnb, fo fann man ben 
fßunft m in einen tiefer fünfte legen unb bie gormel (.4) an» 
wenben. — 


§. 137. Sluöbrücfe ber Snoolution burd) bie Elemente 
ber brei fftunftebaare. — 3)ie ©leidjung (1) fann Wie folgt 
.getrieben werben: 


m a . ma (m? — my)-\-mb.mb‘(rrvy — ma)-\-mc.mc' (ma — mS) —0, 


unb wenn bie reellen, ober imagindren fßunftepaare a, a'; b,b';c,c‘ 
burd) bie brei ©leidjungen: 


x 2 4 ~ A x + B = 
x 2 -+- A‘ x + B 1 = 0, 
x 2 4- A"x + B" = 0 
auögebrürft werben (§. 54), fo bafj man Ijat: 

A 

ma. — f ma . ma ‘ = B, etc.) 

'» wirb bie ©ebingung ber 3n»olution burdj folgenbe «Relation 
iwift^en ben fett)« (Soeffictenten A, B, A‘, B', A", B" auögebrücft : 
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(«) B CA' — A") -f B' (A‘‘ — A) + B" (A - AO = 0. 

©tatt biefer einen ©leidjung fann man audj btei ©leicfjun« 
gen mit jroei unbefiimmten Eoefficienten nehmen, nämlid): 

B + v — AX = 0, 

B‘ -f v — A‘ X = 0, 

B“ + v - A" 1 — 0; 

benn biefe ©leidjungen brtitfen nadj §. 58 auS: baf} bie beiben 
fünfte jebeö Ißaared bie Ijarmonifdj conjugirten in SBejug auf }Wei 
fefie fünfte ftnb, weldje burdj bie ©leidjung: 

x* -f- 2~A x + v = 0 

beflimmt werben, uub bie Doppefpunfte ber Snoolution finb. — 
Uebrigenö ergibt fiel) burdj Elimination oon v unb 1 jroifdjen 
ben brei lebten ©leidjungetr bie ®leid?ung («) wieber. — 

§. 138. Sßenn bie ©leidjungen ber beiben erften Iflaare conju* 
girter fünfte folgenbe finb: 

x a -f A x -f- B = 0, 
x 2 -f A'x -f B‘ = 0, 


fo ift bie be« britten IßaareG von ber gönn: 

(x j + 4x + 5) + 1 (x 2 + A'x + 50 = 0, 
b. I). bie Eoefficienten ber ©leidjung be« britten *J3unftepaareÄ ftnb: 


A“ = 


A + A'l B + B'\ . 

1+* ’ 1+A ’ 


benn Wenn man i eiiminirt, fo erhält man bie ©leidjung («) wieber. 

Ober: 'Elan fann bireft geigen, bafi bie brei ©leidjungen 
breifffaare conjugirter fünfte auöbriicfen, weldje eine 3n«olution 
bilben. — 2>enn bejeidjnen a,a‘ •, b,b'; c,c* bie Entfernungen 
biefer fünfte »on einem gemeinfdjaftlidjen Slnfangöpunfte, fo Ijat 
man: 


x 2 -j- A x -f- B = (x — a) (x — «'), 


x 2 -fr A‘ x -f- B‘ = (x — b) (x — b‘), 

unb bie ©leidjung beö britten Ißaareö wirb: 
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@rfte 'H.&tfjetlung. 

( x — o) (x — a') + ^ (y — h) (x — f>‘) =» 0 


ober: 

(s — «) (y — a ' ) x 

(x - fe) (x — 6') 

3>a nun c, c' bie 2PurjcIn biefer ®leicf)ung jinb t fo f)at man: 

(c — a ) (c — a') (c' — a) (c' — a*) j 

(e _ ft) (c — 6)' ^ («' — 6) (c 1 — b') 

unb wenn jefct biefelben SBudjfiaben a, a\ .... bic fünfte felbft 
bejeicljuen, beren (Entfernungen »on einem geineinfdjafllidjen SlnfangS« 
fünfte fte nuSbriuften; fo folgt: 

ca . ca' c' a . c' a'_ 

cb . cb' ~ c'b.c'b'’ 

woraus erfjellet, baß bie brei «Punftepaare in 3noofufion ftnb. — 

§. 139. Relationen mit ben fRittelpunften ber brei 
3n»olutionSfegmente. — gut bie brei 3n»olutionSpaar e 
o,o'; 6,6'; c,<* unb i^re <R ittelpunfte a,G,y fyat man bie 
Relationen: 


a b . 

ab' 

a<5 a'b . a'b' 

off 

a c . 

a c' 

ay ’ a‘ c . a'c' 

ay 9 

b c 

. bc' 

Sy b'c . b'c' 


b a . 

ba' 

' Ga ’ b'a'.b'a' 

__ 

Ga * 

c a 

. c a' 

y a c' a . c'.a' 

y a 

c'b 

. cb' 

y § ’ e' b . c b‘ 

VT 
! ' 


Um biefe ®leid)ungon, j- ©. bie erfie, abjuleiten, Wollen wir 
in ber Oleidjung (1) in §.134 ben-lfunft m mit bem fünfte a 
jufammenfallen laffen; fo wirb baS erfte @!ieb = 0 unb bie @leU 
^ung rebucirt fiel) auf: 

ab. ab'. ya-\-ac‘.ac‘.aG = 0, 
ober wegen ya = — a y. 

ab . ab' ccG 

7c7^7 = ~HTy~ ’ *• >■ b »• 

^iefe wegen ilfter (Sinfac^^eit fo raerfwürbigen ©fetdjungen 
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geben aud) fofort bie gunbamentalgleidjungen (a) unb (&) in §.117. 
$ieö ift in ®ejug auf (a) olme SBeitereS cinleudjtenb, unb um j. 51. 
bie erfle ber ©leidjungen (6) jn erfüllen, brauet man nur bie brei 
erften untereinanberftel)enben ber obigen ©leidjungen in einanber ju 
inultipliciren, woburdj man befommt: 

ab' . b c' . ca 1 . 

ac' . cb‘ . b a' ’ 

ober: 

ui' . bc' . ca' — — a' b . b‘ c . c' a. 

§. 140. Sür brei 3nt>o(ution0fegmente aa', bb',cc‘ 
unb ihre 9J?itte[pun‘fte u,S,y bat man bie Relation: 

{aa) 2 . Sy -(- (Sb) 2 . ya -f- (yc ) 2 . uS -f- aS . Sy ,yu =0. 

5)ann bemerft man, baf: 

m a . m a‘ — (m «)® — (« a) 2 


ifi, fo noirb bie ©leidjung (1) in §. 134: 

{7na) 2 .£y+(mS) 2 .y a +(my) 2 .uS— [(aa) a .^-f {Sb) 2 . ya-\-{yc) 2 . a S]^{), 
ober wegen ber ©lei<$ung (1') in §. 134: 

(ft) (cca) 2 .Sy-{- { Sb) 2 .ya -J- (yc) 2 .tcS uS.Sy:ya = 0, W. j. b. W 

5Benn bie beiben fünfte c, & in bem (Boppelpunfte e jufam* 
menfallen, fo wirb bie ©leidjung: 

C«aD*.§e+ {Sb) 2 .ea + aS.Se r ea=0, 

ober: 

{aa') 2 (bb') 2 , „ 

— — k = 4 a b. 

ue Se 

Diefe Relation fann jut ISefiimmung ber (reellen) 3)oppel* 
punfte einer 3n»ofution bienen, unb ifi fclbfl in bem galle an* 
Wcnbbar, wo bie beiben Segmente aa‘,bb‘ imaginär ftnb. — 

§. 140* SBentt a, S,y bie ©iittelp unfte ber |armoni* 
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tffrfte Ibtbellung. 


(eben SRitte l beffelben fünfte« n in ©ejle^ung auf bie brei ©eg* 
mente aa‘, bb‘, cc‘ ftnb, fo bat man bie ©leidjung: 

(«a) a Sy (Sb) 7 ya . (yc) a ccS . gS.Sy.yu _ 0; 

(na) 7 ' na ' ( nb ) 2 ‘ nS ( nc ) 2 ’ ny na.nS.ny 


2)enn wenn man mit n “ muttiplicirt, fo fann man 

aS.Sy . ya 

bie ©leidjung fo fdjreiben, bajj fte nur anbarmonifcbe Serbült* 
niife enthält, unb j. 3J. baö erfte ©lieb wirb = 

' ("no~ ' yy)’ ®* e ®* ci $ un 8 finbet a(fo für febe Sage be0 


Ijfunfteö n Patt, Wenn fte für eine Sage fiattfinbet. ©ie fxnbet 
aber ftatt, toenn ber ißunft n in uncnblicber Entfernung liegt; 
benn fte rebucirt ftd) auf bie vorbergebenbe (ft), worin«, S,y bie®tit> 
ten ber brei Segmente aa‘,bb',cc' jinb. SRifbin finbet bie ©lei* 
djung für jebe Sage beö fünfte« n ftatt. — 


§. 141. üBerfdjiebene Relationen. — 3n jeber ber ©lei* 
jungen, tootin bie 2Rittelpuufte a, S, y ber brei Segmente aa‘, bb‘, 
cc' oorfommen, fann man biefe fünfte vermittelft ber SluSbrücfe: 


*e = 


ab 1 + a‘b 


ff r = 


_ fec'-f 6'c 


ya — 


ca 


+ c'a 


burd) bie 3n»olution6punfte a, a', b,... erfej>ett. 2>ie ©leicbungen 
in 8. 139 geben baburd) in fo.lgenbe über: 

ab . ab 1 ab' -\-a'b 

ac.ac' ac'-f-a'c * 


wovon wir ©ebraud) machen werben. — 


8. 141*- 2>a bie Involution von fecbölßunften bie ©leichbeit 
JWeier anbarmonifcber Serbältniffe ift, fo fann man fie aud} burd) 
breigliebrige ©leicbungen auöbrücfen (§. 30). SJtan finbet, bafj 
biefe ©leicbungen von jwei verfcbiebenen formen: 


00 


au' = ah ‘ a c ab ‘ • a c> 


b c 


b'c' 


etc. 


ab . a'c 
' ac . a'b 


aa 1 . b'c' 
ab 1 . a 1 c‘ 


, etc. 
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ftnb, unb bie ©leidjljeit ber anljarmonifdjen SBerljdltniffe jweierSv-' 
fleme »ott vier fünften a, b, c, a' unb a', b‘, c', a auöbrüden. — 
2IKe übrigen üljnlidjen ©leidjungen werben gebilbet, wenn man je* 
ben ©udjftaben burdj feinen conjugirten, ober jwci conjugirte ©udj* 
fiaben burdj jwei anbere conjugirte S3ud)jiaben, unb umgefeljrt, er* 
fefrt- — 

/ 

§. 141 b 2>ie breigliebrige ©leic^ung mit einem willfürli* 
djen fünfte, welche bie ©leic^^eit ber anljarmonifcfyen SSerljÄltniffe 
jweier «Spfieme von Vier fünften auöbrücft (§. 30), gibt audj 9fe> 
lationen füt fedj$ fünfte, welche eine 3nvolution bilben. — 9telj* 
men wir j. 33. bie ©leidjung: 


ca 
c' a 


.bd. ma' 


+ 


cb 

Vb 7 


. da . mb‘- -f- 


cd 

Vd 7 


. ab . md 1 = 0, 


unb (affen bie fßurtfte d, df refp. mit c‘,c jufammenfallen, fo wirb 
biefelbe: 


ca * , ,» cb , | j » n 

— — — .bc.ma H 77-r- . c a .mb' — ab . mc = U, 

c'a' c b' 

weldje ©leidjung auöbrücft, baj? bie brei s 4?unftepaate d,a'j 
c,c‘ in Involution finb. — 

SBenn man bie beißen fünfte d,d‘ refp. mit b',b julammen* 
fallen Idjjt, fo ertj&lt man bie anbere ©leidjung: 


ca 

c'a' 


b b‘ . ma' -f- 


c b 
c‘b‘ 


■.b' a . m b' -f- 


cb' 
c' b 


. ab . mb =t 0. 


Sdfit man in ben beiben festen ©(eidjungen ben fjjunft m in 
unenblidje (Entfernung rüden, fo gelten fte rcfp. in folgenbe über: 

.b c '+-£r.c‘a-ab=0, 


ca 


cb 


cb ' 


^.bb‘+ ^-.Va+^.ab- 0 . 


ca 


c'b 


SBenn man in ber ©(eidjung: 


Sy 


aS -f-fy-j-)'« + a s~ — 1 
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erhält man: 


ober: 


ffrfte 

^Ibtbeilung. 


*y 

6a ’ 

ay 

a6 

ihre ÜBertfje 

fefct 

bc.bc' 

+ 

ac . ac' 

1, 

ba . ba' 

ab . ab' 

ac 

. ac' 

bc.bc' 



lo 


ab 1 


b a' 


ergeben ftdj burdj 


unb bie ä^nfic^en Sluöbrüde für ab‘,bc, 

SSertaui'djung ber Söudjfiaben. — 

§. 142. Relationen mit jwei willfürlieben fünften. — 
3ßir wollen bie ®lei$ung (1) in § 134 auf bie gorm bringen: 

ma.ma' 6y . mb. mb' 


mc . 771 c‘ 


UL + 

Sa 


mc . m c 


ay 

«6 


- 1 = 0 , 


unb eS fei n ein in unenb lieber Entfernung tiegenber $unft; fo 
(ä#t betfelbe auf folgenbe ffieife in biefe ©leidjung einfü^ten: 


/ ma _ na \ / ma' 

na' \ / Sy 

JUL.\ 

\ mc * nc ) V. m c‘ 

nc' ) \ 6a 

na J 


/mb > nb \ / mb' n b' \ / ay . ny \ ^ _ q 

' V, m c " nc J \mc' nc' ) \ a6 »i 6 ) 

2>a in biefer ©leidjung nur anljarmonifdje 9B c r § ä 1 1 nif \ < 
oorfommen, fo folgt: ba§ jte für jebe Sage beö ^J3unftcö n jlattfin* 
bet; nur ifi alöbann ber fßunft « nidjt meljr bie SDfitte be$ ©eg* 
mentcö aa‘, fonbent ber Ij'irmonifd) confugirte ißHnft non n 
in iBejug auf a, a‘ — unb bajfelbe gilt »on ben fünften 6, y. — 
$>ie[e ®lei<bung mit $wei n>i llfür ticken fünften fann audj 
fofgenbergefialt gefdjrieben werben: 


ma.ma' 

y .by.net 

na. na' ' 


mb. mb' 
nb . nb' 


• yu .«(?-)- 


mc . mc' 
nc.nc' 


. aG -ny = 0 


unb brtidt eine 3noolution non fedjö fünften oermittelji jweier 
willfürlidjer fünfte m, n auö. — 

2Öenn ber Ißunft m mit a jufammenfüllt, fo crljült man fol* 
genbe ©leidntng, welche bie Snnolution mittelfi' eine« einzigen 
»illfutlichen fünftes auöbrücft: 
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1 » 

ab , ab 1 ao.ae' «G nG 
nb.nb' ‘ ne. ne' ~ cty ' ny ' 

®ie Siebungen »ere.Mfadjeir fld), wenn bie ajfittelfntnfte 
«i,S„y, bev Brei Segmente aa', bb', ec 1 in biefelben eingefß&rf 
werben, jDenft nad) §. 45 ifi : 


folglich : 
m a , ma' . 


Gy_ 

n«i 


unb: 


na.nai == na. na', 


-f- mb . mb' 


V a . , 

— z — + m c . m c' 
fl 6| 


ab .ab' aG n G, 

öc . a& tty ‘ ny, 



= 0 


2Brn»t man bi Bern Borßorgeffenben @leid?ungen ben *jbmft m 
bi unenbtidjer Entfernung anaimmf, fo get)rn fle in fofgeitbe mb 
ei ne nt wiüfür litten fünfte über: 


C«> 


Gy . nu 
na .na“ 


+ 


r a - ne + 

nb.nb' ~ 


2^r=o, 

nc.nc 


1JL.JL-1SL . _2l 

w«i n G, ny. 


SDenn man in ber allgemeinen ©ieidfung ben$uftft e‘ in un* 
enbitdjer Entfernung annimmt, fo wirb c ber Eentralfjunft O, 
unb man fjat bie ©leidjung: 


ma . ma' 
na .na' 


Gy.na 


mb . m b' 
nb.nb' 


,ya . rtö-f*- 


m 0 


uG.*y = (y 


worin a,G bie tyarmonifd) conjugirten fünfte »on n in S3e* 
jiefjung auf bie beiben Segmente da', bb' flnt), unb ber $unft y 
f)ctt eine f*Idje ?«ge, baf* be* ^Junfl O Die SWitte be£ ©egfineittefl 
ny ifi. -** 

SAfit matt ben fßunft m mit 1 a jufaftrmertfaHen, ttrtb benterft, 
bafj ny±*2nO iffj fo $at man: 


ab . ab' 2 aO aG 

nb.nb' nG ay 

Steuert (Becmetrie. 9 
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@3 ifl ju bemerfen: bafi aUe biefe ©leicljungen mit einem, 
ober mit jwei willftirlichen fünften auch in ben gdUen an* 
»enbbar ftnb, wo bic Snoolutionöpunfte imaginär ftnb, weil in 
einigen bie beiben fünfte jebeö faareS burch reelle Elemente 
(§. 60) bargeflellt ftnb, unb in ben anberft burch foldjc Elemente 
erfefct werben tonnen. — 

§143. Aufgabe. Senn j'»«» Segmente aa‘, bb‘ unb 
bie «Witte y eines britten gegeben finb, lefctereS ju fin* 
ben. — 

Hu fl. (Durch einen willfürlich angenommenen funft g lege 
man jwei Greife, beren rcfp. Sehnen bie Segmente aa', bb‘ finb; 
fo fdfneiben ftd) biefelbcn in einem jweiten fünfte g 1 . gernet lege 
man burd) bie beiben fünfte g,g‘ einen i?rei$, beffen «Wittelpunft 
auf bem im fünfte y auf ber ©eraben ab errichteten ferpenbifel 
liegt; fo ftnb bie $urthf<hnittSpunfte biefeö Greife« mit ber@eraben 
ab bie beiben gefuchten fünfte c,c' (§. 126), welche imaginär 
finb, wenn ber ffreiö bie ©erabe nicht f^neibet. — 

Senn Oie beiben Segmente aa',bb' in einanbergreifen, fo 
läht ftch bie Gonflruction oereinfachen; benn man brauet um biefe 
beiben Segmente als (Durchmeffer nur jwei Greife ju befchretben 
unb burch beren CDurchft^nittetpunfte einen tfreiö.ju legen, beffen 
üJiittelpunft y ifl; fo beftimmt biefet tfreiö auf ber ©eraben ab bie 
beiben geiuchten fünfte c,c', welche in biefem galle immer reell 
finb. — 

§. 144. Huöbrücfe für yc. — @S fei O ber Sentralpunft 
ber Snoolution, fo wirb baS Segment yc burch bie ftch «uö 
Oa. Oa‘ = Oc. Oc' ergebenbe Welation: 

(v) (yc ) 2 = (Oy ) 2 — Oa . Oa‘ 

befiimmt. — Senn bie beiben Segmente aa‘,bb‘ in einanber* 
greifen, fo ifl baö frobuft Oa.Oa' negati», unb baö ©eg* 
ment yc fietö reell; aber wenn biefe beiben Segmente nicht in 
einanbergreifen, fo ift biefeö frobuft pofiti», unb yc reell, 
ober imaginär, jenachbem: 

(Oy) 2 >ö«. Oa' 


Digitized by Google 


Xf>eorie ber 3nt>ofution. 


131 


ift. — Sßcmt aber e,f bie 3)oppelpunfte ber 3n»olutioit ßnb, 
fo iß: 

Oa . Oa‘ = (Oe) 2 = ( Of ) 2 . 

T'rt8 Segment yc iß alfo reell, ober imaginär iß, jenad)» 
bem Oy ^ Oe iß, b. t). jenac^bem ber 2J?ittelpunft y außerhalb 

beö Segmenteö ef, ober auf bemfelben jwifcben ben fünften e,f 
liegt. 2)enn ba bie beibeti gefugten fünfte c, c' in Sejug auf bie 
beiben 2>oppeipunfte e, f ßarmonifcß conjugirt fein mäßen, fo 
muß tßr 9J?ittelpunft y außerhalb beö Segmenteö ef liegen 
(§ 35.) 3)iefe Eonßruction iß aucß in bem fjalle anwenbbar, wo 
bie beiben Segmente aa',bb‘ imaginär ßnb. — 

Setnet fei y' bet Ißunft, Welcher mit y unb ben beiben paaren 
a,a‘\ b,b' eine 3n»olution bilbetj fo ßat man: 

(y c ) 2 = yy' . y 0. 

2)enn Wegen Oy. Oy' = Oa.Oa' wirb bet Sluöbrucf (v): 

(y c) 2 = (Oy) 2 — Oy . Oy' = Oy (Oy — Oy') = yy' .yO. 

2)ie ©leidjung (1) in §. 134 gibt baö IRedjtecf mc.mc', web 
cße8 mit bem fünfte y jur Seftimmung ber fünfte c, c‘ genügt, 
einfacher iß eö, wenn man für ben fßunft m ben fjJunft y felbß 
nimmt, unb bie ©leidjung wirb alöbanit: 

(yc) 2 . aS=zya.ya‘.Sy-\-yb.yb' . ya. 

2Wan !ann ftcb aud) ber ©leidjung (fi) in §. 140 bebienen, 
worin alle Segmente, mit Sluönaljme »on y c, beTannt ßnb. — 
Diefe ©leidjungen ßnb aucß in tem ftalle anwenbbar, Wo bie 
ßlunftepaare a, a'-,b,b‘ imaginär ßnb. — 

§. 145. Sffienn ber ßlunft b‘ in unenblidjet Entfernung an» 
genommen wirb, fo wirb bie Slufgabe folgenbe: 

3Benn jwei conjugirte fünfte a,a‘ einer 3noolution, 
bet Eentralpunft O unb bie SJfitte y ber beiben anbern 
conjugirtenfßunfte gegeben finb, leßtere ju beßimmen. — 
Slufl. s Ißan befdjreibt irgenb einen burdj bie beiben fünfte 
a,a‘ geljenben ffreiö, jieljt burdj ben fßunft 0 eine beliebige ©e» 

»♦ 
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rate, n>c(<^e ben ffreiS in jwei fünften g,g‘ töneibet, unb legt 
butcp biefe beiben fünfte einen ffreiS, beffen ‘iKittelpunft auf bem 
im fünfte y auf bet ©traben aa' erröteten s 4krpenbifd liegt; fo 
bcftimmt biefet ffreiS auf a a‘ bie beiben gefugten fünfte c, c' 
(§. 126), rodele auch imaginär fein Tonnen. 

sjßenn ber fßunft O jwifcfjen a unb a‘ liegt, fo nereinfacht 
frei; bie ©onflruction. — 9J?an betreibt nämltö um baS Segment 
aa‘ alS $ur$mcffet einen ffreiS, jie^t in 0 ein ijjerpenbifel auf 
Oa‘, unb butd) bie DurcfcfönittSpunfte bejfelben mit bem Greife legt 
man einen jweiten ffreiS, beffen SKittelpunft y ifi; fo beftimmt bie» 
fer ff reiS auf ber ©eraben aa‘ bie beiben gefugten fünfte. — 

Slnmetfung. — Später »erben »» fe^en, ba£ bie meinen 
ber vorhin für fed)S SnnelutionSpunfte hergeleiteten ©leidigen 
aud) auf ein Spfiem non brei fßunftepaaren amoenbbar ftnb, »eld>e 
nidjt in geraber «inie liegen; nämltö auf bie nier ©efen unb 
bie beiben 2)urd>tönittSpunfte i»eier ©egenfeiten eines «BieretfeS, 
»aS ju nieten (figenfdjaften beS »inecfeS füf>rt; aUein bie ^eorie 
bet 3nnolution geftattet nod) niele anbere 5ln»enbungen, unb ffierin 
liegt ber ©runb, roeS^alb biefe Uifeotie im 23otl)ergel)enben t® aus» 
fuljrltö erörtert ijt. — 

§. 146 . .£>omogtapf)i|d)e SnnolutionStfteilungen. — 
2Benn j»ei s 43unftepaare a > a ’i ft 8 8 e ^ en fttö, 1® ^ ann mfln uns 
enblicb niele anbere qkare c,c'; beftimmen, »onon jebe« 

mit ben beiben gegebenen eine 3nnolution bilfeet. — Slbann 
bilben alle bie fünfte a,b,c,d, ... unb bie fünfte a‘, 6', 

c',d‘, jroei l)omogtapt>ifd)e J^eilungen — unb »enn 

man einen *J3un f t c‘ ber jmeiten Steilung als ber etflen 
ungehörig betrautet; fo ifl fein bnmologer in ber jweiten. 
bet ißunlt c ber erfien. — 

3)enn baS anljatmonifdje Serljültnlfi ber niet fßunfte a, b, a‘, c 
ift bem ber nier fünfte a‘, b‘, a, c‘ gleich, unb ba bie brei fünfte 
a > b, a‘, fo »ie bie brei fünfte a‘, b‘, a f efl liegen; fo bilben bie 
beiben nerönberlichen fünfte c,c‘ j»ei tjomograp&itöe Sheilun* 
ften (§. 63). 2)a aber bie brei s 4)aare a, b, b‘) e, e‘ eine 3nO o» 
lution bilben, fo ifi baS anbarmoniftbe SBerhültniji ber nier fünfte 
a > b, a', c‘ bem ber nier fünfte a',6',a,c gleich, »otauS folgt: bafc 


Digitize 



X^eorte bet 3ftbo lutton. 


133 


ber Sßunft c' als ber er fi en Teilung angelfötenb betrachtet, in ber 
jweiten 2h e ilung ben *J?unft c jum homologen hot- — golglichic. 

$urch Slnwenbttng teS ©entralpunf te S fann man ben ©ah 
fehr einfach barthun ; benn man hot: 

Ö a . Ö a' — Ö c . Öc' = const. 

Mithin bilben bie beiben 5|3uufte c, c' jwei homograbbifcheShei* 
lungen. (§ 79). . 3)iefe ©leichung firtbet aber noch flatt, wenn man 
c in c' unb umgefehrt c' in e umfe^t. Sßcnn alfo ber ijjunft c' 
als ber erften $h e ^ un 9 angehörenb betrachtet Wirb, fo ifi c fein 
homologer fflunft in ber jweiten Sheilung. — 

35iefe beiben £h c 'f ulI 9 en haben mir bereits in §. 113 als be* 
fonbern gall ber homograbhif<h f n Steilung betrachtet, unb feilen 
homographtfcho 3nv>oIutionStheilungen heihen. — 

§. 147. ©ollen jwei homograbh*fihe 2-heilungen auf 
berfelben ©eraben in 3nx>olution fein, fo genügt eS, bah 
ein beliebiger IfSunft biefer ©eraben, fucceffioe als bei* 
ben Steifungen angehörig betrachtet, in beiben gälten 
benfelben homologen Iftunft hat; b. f). wenn bieS für eü 
nen Ißunft ftattfinbet, fo haben alle anbern fünfte biefelbe ©igen* 
fdjaft. -r 

3)iefe wichtige ©igenfchaft ift bereits in ber allgemeinen $h e °rie 
ber homographifchon Uftcilung (§. 113) bewiefen, unb wir wollen 
hier noch einen jweiten '-Beweis berfelben mittheilen, welcher bloS 
auf bem ©egriffe ber Snwolution beruht. — 

@S feien a, b, c brri fünfte ber erften Jheilüng unb a‘, b', c‘ 
bie entfbrechenben ln ber jweiten, unb Wir wollen annehmen, bah ber 
fßunft c, Wenn er als ber jweiten Steilung nngeljörig betrachtet 
wirb, in ber erften ben Ißunft c‘ jum homologen habe; fo ift ju 
beweifen: bah bajfelbe oon bem fünfte a gilt, b. h- wenn a als 
ber jweiten Steifung angehörig betrachtet wirb, a‘ ber homologe 
*ßunft in ber erften SEhcilung tft. — 

3>a nach ber SorauSiehung a, b, e, cf unb at, b', c', c bie einanber 
in bet erften unb jweiten Steilung entfbredjenben fünfte ftnb, fo 
frnb bie anharmonifhen ©erhältniffe beiber ©hfteme einanber gleich, 
unb folglich ftnb bie brei Ißaare conjugirter fünfte a, a'; b, 6'; c,st 
in 3n»olution ($. 116). SWithin ftnb bie anharmonifhen 93er* 
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hültniffe ber beiben ©bfteme a , a‘, b, c unb a‘, a, b', c' einanber gleich; 
folglich hat ber *J?unft «, alö ber jwciten 2l)fi(tmg ange^örig, in 
bet er fiten ben fßunft a! jum homologen. — 

§. 148 3'»ri homogrcibhM’ch geteilte ©erabc fönnen 
immer fo aufeinanber gelegt werben, bah bie beiben$h e i* 
lungeit in 3n»oIution finb. — 

2)eitn eö feien a, a' jwei homologe fünfte beiber 2h e ilungen, 
fo fann man nach § 84 immer jWel anbere homologe fünfte b, b' 
»on folcher Sefchaffenfjeit beftimmen, bafi bic Segmente ab unba'b' 
einanbet gleich '»erben. Siegt man nun bie jweite ©erabe fo auf 
bie erfte, bah ber Quillt b‘ mit a unb a' mit b jufammen fällt; fo 
hat ber Sßunft a, als ber erften 3Tb)cilung angeljörenb betrautet, 
in ber j weiten ben Sfknft a' jum homologen, unb alö ber jwei* 
ten Jheilu'ig ange^örig, in ber erften benfelben homologen SJtunft 
a'. SRitljin hübet baffelbeauch für jeben anbern 5J3unft ftatt (§. 147); 
b h. hie beiben 3;^eifungett ftnD in Involution. — 

.ftierauö folgt: bah jWei homograph'f^r Snoolutionöthcilun* 
gen biefelbe Sillgemeinheit, Wie jvt>ct f>omogrJipl)ifc^>e Shfilun* 
gen überhaupt hohen, unb bah hie Relationen, Welche für brei 
Sßaare conjugirter fünfte ftattfinben, bloö »on her befoitbern Sir t 
herrühren, wie bie beiben ©eraben, worauf man jidj bie beiben 
Sheilungen gemacht »orfteUen fann, aufeinanbet gelegt ftnb. — 

. §. 149. Sluöbrücfe für jwei homogtahh'f<h« 3n»oluti* 
onStheilungen. — 3ebe ber Relationen für fe<hö fünfte in 3n* 
»olution a, a‘‘, b, b'; c, c‘ brücft jwei ^omografj^ifd^e SJ.^€tlungcn in 
3n»olution auö, wenn man bie »ier fünfte a,a'j b,b‘ als feft unb 
bie beiben fünfte c, c‘ als »eränberlich, unb refy. als ben beiben 
Streifungen angehörig betrachtet. — SRan fann ficht auch her »er* 
fchiebenen Formeln bebienen, burch welche Wir jwei beliebige ho» 
mographifch c $hrifangen auSgebrücft hohen, Wenn man ben ton* 
flanten goefficicnten folche SBertlje beilegt, bah hie beiben XtyeHun* 
gen in 3 n» olution finb. — 3u hem 3t»«fc braucht man nur 
burch eine S3ebingungSgfeichung jwifdjen ben ©oefficienten ber all* 
gemeinen ©leiclfung auSjubrücfen , bah rin beliebiger fßunft ben* 
felben conjugirten hot, er mag als ber einen, ober ber- anbern 
Streifung angehörig betrachtet werben. — Sßenn man j. ben in 
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unenb lieber Entfernung Iiegenben Ißunft nimmt, fo brüeft man 
auö, baß bie beiben fünfte J,J‘ jufammenfallen. — 

SZBir wollen biefe ©etraettungen auf bie allgemeine ©leictung: 

am . b'm' X . am fi . b' m‘ -\-v = 0 

anwenben. 2>erfßunft J ber etflen Teilung, melier bem um 
enbliet entfernten ber jweiten entfpriett, wirb burct aJ= — p 
beßimmt, unb ber ©unft J' ber grp eiten Steifung, melier bem "in 
un enbliet er Entfernung liegenben fünfte ber ctßcn entfpriett, 
burct b‘ J' — — X. 5)ie ©ebingung: baß biefe beiben fßunfte jufam* 
menfallen, wirb auögebrücft burct bie ©leictung: 

aJ — b'J' ober aJ — b' J' — ab‘, 

unb mithin iß: 

X — fi = ab' 

bie ©ebingung, baß bie beiben Steilungen in 3n»oIutfon ßnb.— 
5Benn bie beiben »erünberlicten fünfte m,m‘ ftd) in ber 
©leictung, meiere bie ftomograpt)ifc^en Steilungen auSbrüeft, auf 
einerlei SlnfangSpunft bejieten; fo braucht, bamit bie beiben Stei* 
lungen in 3n»oIution ßnb, bie ©leictung nur in Sejietung auf 
biefe beiben fünfte fpmmetrifct ju fein, »»eil man fte alöbann 
untereinanber »erlaufenen tann, Welcteö bie djarafterifiifc^e Eigen« 
fdjaft ber 3n»olution ift. — -fjiernad) brüeft jebe ber ©leic^ungen: 

• em em‘ 

fm fm‘ * 

Qm . O m! — v, 
a m . a m' . 

—7 1—7— — K 

a m . a m 

a m . a m' -j- X (a m -f- a m ‘) -j- v == 0 

jwei tomograptifete 3noolution8 Heilungen auö. — 

Sßenn ein Sioppelpunft zweier ^omcgrnp^ifc^er Steilungen in 
unenblidjer Entfernung liegt; fo werben fte nact § 83 audge« 
brüeft burct: 

am -f* X • b' m' = v, 
wofür man fetreiben fann: 
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unb gierauö -£e()l man, baff bie beibeit üfjeilungert in ntt* (ution 
ftnb, roenn X « 1 iß; benn alöbann fann wem m unb m‘ gegen* 
firitig »ertaufeben, offne baf bie (jSJleidfung geänbert wirb, -r-r Jg>iet» 
nadj brüeft bie ©lejdfung; 

a m U m' — v 

jwei Ijoinogtüpfjifdje 3nbPfHtion*tf>eiluiigen. au*, wovon ein I>pp> 
pelpunfl in unenblidfer (Srttfevnung liegt. — 

I>er oitbere £>oppe(punft f iß bie «Kitte jebe* Segmente* 
jwifdjen jwei conjugirten fünften, weil bie bcjben Doppelpunftc 
biefe Segmente fjarmonifclj teilen. — 

§. 150. Secl}*flraf)üg? 3nVolutipn*büfcijel. — Sedj* 
©erabe ober Strahlen, reelle »on temfelben fünfte auögeffen unb 
paarweife conjugirt ftnb, fjnb in 3n»o(ution ober bilben ein 3n* 
»olutionöbüfdfel, wenn ba* anlfarmonifäe Skrlfällniß »on »ier 
biefer ©eraben bem ber »ier conjugirten gleldj iß. — (Sin folcfye* 
®üfd)el fjat offenbar bie ©igenfdjaft : bafj e* jebe $tan*»erfale in 
fedj* fünften trifft, welche eine 3n»olution bitten, unb alle Kr* 
iationen in Sejug auf biefe fünfte, worin nur anbarmonifc&e 
SSerbältniffe »oefommen, ftnb unmittelbar auf bie fe$* Gieraben 
anwenbbar. -Tr- ^ierauö, unb au* ber ^Definition beö 3n»olution*> 
bufßjel* felbß folgt oljne ©eiteret, bafj man folgenbe fteben®lei» 
Zungen f>at: 

g in {A, B) ■ 8 in (A, B 1 ) sin (A‘, B) . sin (A‘, B') 

sin (A, C) . sin (A, C) sin ( A“, C ) . sin ( A C) * 

sin (A, B ) . «in (B 1 , C) . sin ((7, A')=— ’Sin (A', B‘) . sin(B,C‘).sin( C ) A), 
••••••**«•• • 

wo»on jeb? bie übrigen jut golge ^at, unb jur SBeßimmung ber 
3n»olution »on feclj* ©eraben ober Strahlen genügt. — 

2)en bei bet 3n»olution eine* ©pfieme* »on fünften betrag 
teten beiben $oppelpunft«n entfpredpen $iet jwei 2>oppelßraf)* 
len, weldje imaginär fein fönnen. — $>iew beiben Straften gaben 
bie (Sigenfdjaft : bafj fte mit jwei beliebigen conjugirten Strahlen ein 
parmonifepe* Süfcfal bilben. — 

Slbet e* gibt feinen Strafjl, weither bem ©entralpunf te einet 
3n»olution »on ff$* fünften enffpriegt, wovon ber ©runb audf 
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leicfct eijt|ufelfen ift, — IDenn bad nntetföeibefll# fDlerfinal bed 
(Eentralimnfted befielt barin: bafj fein conjuflirter »yunft inunenblU 
cf) er (Entfernung liegt unb aud ber KleicSfung t>erfd?winbet — unb 
biefen beibeit fßunften entfbrrdjcn in einem öüfdjel jwei ©traf)I<n, 
welche nif^tö Unterföiebenbed barbieten, unb wonen feiner aud ber 
©leicfjung oerfefcroinbet. *— liebotf) gibt cd immer jwei nufeinnnber 
fenfre<f)t« ©traten, für wefdje man, wie man ftäter fef|en wirb, 
äbnlidje Kleinlingen f)«t, wie bie für ben (ientrafbunft (6. §. 157, 
®l. («))• 


§. 151. 2>ie ®feid)ung (1) in §. 134 mit einem n'i(ffilrlicf)cn 
fünfte cnttjÄlt feine anljarmonifcßen 93crf)äituiffe, unb cd ftnbet 
folgün ««n feine äf)nlicf)c @leid)ung jwifdjen ben ©inuffen ber 
fßinfel eined 3n»olutiondbüfd)dd fiatt. 9tber bie @leid)ung mit 
jwei wißfürlinen fünften in §. 142 finbet nun für ein fec^ö- 
ftra&figer 3n5olutiondbüfc()fl fiatt, unb ift ßier: 


sin (M, A ) . sin (M, A') 
sin {X, A) . sin {X, A') 


, sin {X> a) . sin (5, y) 


sin ( M y B ) ■ s in (M,B‘) 
sin (N,B) . sin (X, B‘) 


sin (A r , 6) sin (y, «) 


sin (M,C) . sin (M, C) 
sin ( XjC) . sin ( N, C“ ) 


sin (A’, y) . sin (.a, ff) = 0, 


wo M,N jwei wil lfürli(f)e ©trafjlen jinb, u ift ber batinonifcf) 
<onjugirte©traf)l »onA ; in ®rjuß auf A, A‘, unb <tef)nlid)ed gilt 
»on 8 , y. 

SfBenn bie beiben ©tragen M, X aufeinanber fenfredjt finb, 
fo ift: 

sin (ff . y) . sin (X, «) , «in (y, «) . sin (X, 8) 

tang (A T , A) . tang {X, A‘) tang {X, B) • tang {X,B‘) 


oben : 


+ 


sin («, ff) . sin (A T , y) 
tang (A T , C) . tang (A’, C‘) 


= 0 , 


tang (M, A) . tang (M, A‘) . sin iß, y) . cos (M, a) 


-(- tang (M, B) . tang (M, B‘) . sin (y, «) . cos (M, ff) 

-J- tang (M, C) - tang (M, C) . sin (a, 8) . cos (M, y) = 0. 
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§ 152. SEBenn in einem fedjS fitahltgen 3n»olution6* 
büfdjel jwei <Stra f» t eh auf ihren conjugirten refp. fenf* 
recht finb, fo finb bie beiben anbern conjugirten Strahlen 
ebenfalls auf einanber fenfrecjjt. — 

2>enn eine SEranSoerfnle .fchneibet bie fedjS ©tragen in fünften 
«, h v-, c, c\ weld)e eine 3nt>olution biiben, unb bie übet 
ben beiben Segmenten aa',bb‘ als ©urdjmeffer befchriebenen Greife 
geben burdj bie Spifje 0 beS 93ftfchelS, Weil bie beiben Strahlen 
OA, OA‘ fowie OB, OB' nach bet SEJorauSfefcung auf einanber 
fenfredjt finb. folglich geht ber über bem britten Segmente cc 1 
befchriebene ftreiS ebenfalls burch ben jßunft O (§. 126), unb mit* 
bin ftnb bie beiben Strahlen C, C‘ ebenfalls aufeinanber fenfredjt.— 

SEBenn a l fo brei rechte SBinfel betreiben Scheitel ha* 
ben, fo biiben if>re fedjS Schenfel ein SnoolutionSbüfcljel. — 

§. 153. SBenn in einem 3n»olutionSbüfchel bie SBin* 
fei, welche jwei Strahlen mit ihren conjugirten biiben, 
biefelbe .jjafbirungSltnie haben; fo ift tiefe ©erabe auch 
bie §albirungSlinie beS SBinfclS, welchen bie beiben an* 
bem conjugirten Strahlen miteinanber biiben. 

SEBenn j. 93. bie beiben 2Binfel AOA‘, BOB 1 biefelbe fjalbU 
rungSlinie haben, fo ifi ju beweifen: bafj fte auch ben SB infei C 0 C 1 
halbirt. — 

CDiefe ©erabe unb ihr fßerpenbifel theifen bie beiben SEBinfel 
A OA', B OB 1 jugleich harmonifch (§. 52), finb alfo IDoppel* 
firahlen (§. 150), unb tfjeilen folglich ben britten SEBinfel COC 1 
harmonifch, unb ftnb, weil fte aufeinanber fenfredjt ftnb, bie $aU 
btrungölinien btefeS SBinfelS unb feines Supplementes, folglich ic. 

§. 154. ^»omographifche 3n»olutionSbüfchel. — SEBenn 
man »on bemfelben fünfte nach ben fünften jweier homographifdjer 
3n»olutionStheifungen ©erabe jieljt, fo biiben biefe jwei 93üfchef, 
welche Wir bomogtaphifche 3n»olutionSbüfchel nennen wol* 
len, beren Gigenthümlichfeit offenbar barin befteht: bah eine ©erabe, 
welche fucceffwe als Strahl beibet SSüfchel betrachtet wirb, in beiben 
gällen beitfelben conjugirten Strahl hat. — 

SBenn j. 93. fedjs ©erabe ein erfieS Süfchel biiben, unb man 
errichtet in ihrem EDurchfchnittSpunfte auf ihnen fßerpenbifel, fo 
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bilben biefe ein jweiteä 58üf<hel, mit bem erfien in 3 nt> o^= 

iution ift. 2)enn eine alö bem erfien ©üfdjel angeljorig betrag 
tete ©crabe t)at in bem j weiten i£>r fßerpeitbifel jur conjugirten, 
u nb aiö bem j weiten ©üfdjel jugehörig betrachtet, hat |le in bem 
erfien nod) baffelbe i)3erpenbifel jur conjugirten ©etaben, worin 
eben bie c^arafterifiifc^e Grigenfchaft bet hontographifchen 3«Polu* 
tionöbüfchel befielt. — 

§. 155. 3n jwei hontographifchen 3nPoliitionöbü‘ 
fd) e ( n gibt eS immer ein fjlaar aufeinanber fenfrecfyter 
conjugirter Strahlen; aber auch nur einö. — 

3)cnn jieljt man eine Jrauöoerfale, Welche bie Strahlen beiber 
Süfdjel in paarweife conjugirten fünften a, a‘; b, b'-, \c, c', .etc. 
fchneibet; fo gehen bie um bie Segmente aa\ bb‘, . . . als 2)urch* 
meffer befchriebenen Greife aße burch biefelben beiben reeßen, fcber 
imaginären fünfte (§. 126j. 3)urch biefe beiben fünfte unb burch 
ben ÜRittelpunft beö ©üfchelö fann man aber immer einen tfreiö 
legen, welcher auf bet Ürandoerfalc jwei conjugirte fünfte beftimmt, 
unb bie non bem SJtittelpunfte ber beiben 3>wolutionöbüfchel nach 
biefen beiben fünften gejogen ©eraben ftnb jwei conjugirte Straps 
len, welche ofenbar auf einanber [entrecht ftnb. — ^ierauP folgt: 
SBenn in jwei hJoniographifchrn Snoolutionöbüfcheln 
jWei Strahlen beö einen refp. auf ihren conjugirten fenf* 
recht fiitb, fo ifi baffelbe mit allen anbetn conjugirten 
Strahlen ber gall — 

3n biefem befonbern gaße jWeier Snpolutionöbüfchel ftnb bie 
iJoppelftrahlen offenbar imaginär. — 

§. 156. 3n jwei homographif(hen3n»olutionöbüf<heln 
gibt ti immer jwei h om ol°8e Strahlen, Welche gegen 
einen gegebenen Strahl gleiche Steigung haben; aber nur 
jwei. — 

[Denn eine auf bem gegebenen Strahle [entrechte Iranßoerfale 
trifft bie homologen Strahlen beiber SJiifdjel in fßunften a,a‘‘,b,b'.... 
welche jwei 3nvolutionötheilungen bilben, unb ben gegebenen 
Strahl in einem fünfte y. 9?un gibt ed aber ein Ißaar conju* 
girter fünfte c, c‘, beffen SJtitte ber fftunft y ift; aber nur ein«, 
unb bie burch biefe beiben fünfte c,c' gelienben Strahlen beiber 
©üfchel finb offenbar gegen ben gegebenen Strahl gleich geneigt. — 
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3n einem befonbern gatle ber 3n»otution fann jebodj ein 
fjlunft y bie SRitte aller Segmente fein (§, 122), unb alÄbann ifl 
bie gegebene ©erabe bie ^albirungölinte aller twn je jwei 
conjugirten Strahlen gebilbeten SBinfel. — 

§. 157. Sluöbtucföwei fen , bah jwei fjomogräj>ljifclj e 
©üfd)el in 3n»olution finb. — 2>aö SRetftnal ber Ijomogra* 
Phifchen 3n»olution3büfchel befielt barin: bah jeber Strahl, 
wenn et nadjeinanber alö bem einen, ober bem anbern ber beiben 
©üf<hel angetjörig betrachtet Wirb, ftetö benfelben conjugirten 
Strahl hat (§. 154) — unb bamit jwei Süffel in 3«öolution 
ftnb, braucht biefe ©cbingung nur für einen gegebenen Strahl 
ftattjufinben, wie folchc« unmittelbar auö bem analogen Safce für 
jwei homographiWe Snoolutionötheilungen folgt (§. 147), unb bet 
©eweiö beffelben ifi auch in bem gegenwärtigen gälte anwenbbat.— 
SBenn bie beiben oeränberlichen Strahlen in ber ©leichung, 
welche bie Tomographie bet beiben ©üfd}el auöbrücft, fpmmetrifcl) 
»orfommen, fo wirb bie ©ebingung bet 3 n solution erfüllt , Wie 
bei homoarrthhifa)™ $h<üu n 8 en (8- M9). hiernach brücft jebe ber 
folgenben ©leichungen au«: bah bie beiben Peränbedichen Stralj* 
len M,M‘ jwei 3nPolutionöbüfchel bilben: 

sin CE, M) _ sin (E, M‘) 

(1) sin (F, M) ~ sin (F, M‘) * 

wo E, F jwei 2>oppelfirahlen ber 3nPolution ftnb; 

_ sin c A, Af) . rin CA, Af')_ __ 

( ) rin CA', Af) . rin CA', Af') ~ ’ 

wo a,A‘ jwei beliebige conjugirte Strahlen ftnb; 

(3) lang (O, Af) . fang (O, Af') = X, 

wo O einet ber beiben conjugirten rechtwinfligen Strahlen ift, 
welche in jwei 3n»olution6lnifcheln immer oorfommen (§. 155). 
2>iefe lebte ©leichung folgt auS ber oorhergeljenben, wenn A, A' 
jwei aufeinanber fett f rechte conjugirte Strahlen ftnb. — TierauO 
folgt eine fehr wichtige (Sigenf^aft eincö fechöftrahligen 3n»olu* 
tionöbüfchelö; nämlich: wenn A,A', C,C bie fed)3 paarweifc 
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tonfugirten ©tratlen ftnb, fo etifliren jwei ©tragen O, wooen je« 
ber bit ®lei<tungen gibt: 

(a) | tan 9 (O, -A) • tan 9 CO, A') = tang (O, B) . tang (O, B‘) 

{ = tang (0, C) . tang ( O , O) 

weldje bentn für ben Gentralpunft analog finb (§. 150). 

1 1 

^ tang (A, M) tang (A', 3/') 

Wo A, A' jwei beliebige homologe ©tragen ftnb. 

Ober: 

tan^ (B, M) + tang (C, 3f ) = X, 

wenn B, C refp. jwei, auf jwei homologen ©Italien A, A‘ fenf« 
rechte ©fraßfen ftnb. 

5) tang (A, M) . tang (A, 3f) 

. -f- X . [ tang (A, 3/) -j- tang (A, M 1 )} + v — 0, 

worin A eine beliebige ©trabe iß. — 

§. 158. *2luö ber Sebingung bet Snoofution jweier ßom o- 
graptifdjer SBüfdfjel (§. 157) unb bem ©afce in §. 96 folgt: 

3wei beliebige $omograf)l>tfd)e Süffel tonnen immer 
fo gelegt werben, bajj fte jwei Snoolutionöbüfe^el finb. — 
3)iefer ©afc iß bem für jwei ßomograpf)if(tje Steilungen (§. 148) 
analog. — 

^>ieraud folgt nadß bem ©afce in §. 155 weiter: SBenn jwei 
Süfctel t>oniogra finb, fo gibt eö in bem einen im« 
mer jwei auf einanbrr fenfrrdjte Straßlen, beren ß o m o» 
löge Straßlen in bem anbetn Süfctel auch auf einanber 
fenfredjt finb, unb jwar nur ein fßaar. — 

§. 159. $omograp$ifd}f Steilungen auf berfelben 
©erabett. — ffienn unb a‘, b‘, c‘, . . . bie reff), to« 

mologen fünfte jweier toneogesp tilget Steilungen auf 
berfelben ©traben finb; fo finb bie beiben I)oppelpunfte 
e, f mit {eben ©pfteme pob jwei ißunftepaaren, etwa, a, 6' 
unb a',6, in Snoolution. 
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fDenn ba$ anßarmonifdje ißerßültniß ber »ier fünfte a, b, e, f 
ber erften Steilung ift bem ber »ier ent!>rcc^fnben fünfte a', b', e, f 
bec j'Peifen gleid). 9?un fann man aber bie Slufeinanberfolge bet 
(extern »eränbern, nnb lagen: baß baö anljarmonifte $erl)ültnifj 
ber »ier fünfte a, b, e, f bem ber »ier fünfte b‘, a‘, f, e gleich ift, 
t»ad bemeift, baß bie brei Segmente ab',a‘b,ef irt 3n»olution ftnb 
(§. 116). golglid) jc. 

^»ieraud folgt: baß bie über ben brei Segmenten aa', 
bb‘, cc' alö 2)urd)meffer bcfd)riebenen tfreife alle brei 
burd? biefelben b eiben fünfte gelten (§. 126). Unb: bie 
brei Ifreife, iveldje bunt benfelben ijtunft gefjen unb be* 
ren refp. Seßnen bie br ei Segmente ab', bat, ef finb, gelten 
alle burd) benfelben jmeiten Ißunft (§. 126). — 

Sir fjaben f)ier »orauögefefct, baß bie beiben 2)oppelpunfte e. f 
reell finb, unb wollen beöhalb noch bie beiben folgrnben S3er»eife 
tinjufügen, wobei biefe fünfte reell, ober imaginär fein fönnen, 
weil nur bie ijjrobufte iljret 2lbflänbe »on feften fünften babei 
»orfommen. — 

2)ie 2)oppelpunfte ber beiben Steilungen werben nad? §. 100 
burd} bie ©lei^ung beftimmt: • 


(ae)' 4 — 2a O . ae -f" • aa ‘ — 0. 

unb e0 ift folglich : 

a e . af = a J . a a'. 

(Sbenfo Ijat man für einen in ber jweiten Teilung genomme* 
nen Slnfangöpunft b‘: 


folglich: 


b'e . b'f=b'J‘ . b'b’, 

ae . af eJ . aa' 

b'e . b'f ~ b'J' . b'b ’ 


Äber ba$ anbarmonifdße SSerlfältniß ber »ier fünfte a, b, J, oo 
ift bem ber »ier fünfte a‘, b',<x>‘,J‘ gleit; folglich 

a J ab 

~b r J r ~ ~b r ä r ' 

(£« ift alfo: 
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a e . af __ ab . a a' 

b'e.b'f ~ b‘ b . b' a r ’ 

tvorauö erhellet, baß bie brei Ißunftepaare a, b'j b, a'; e, f eine 3n* 
»oliition bilben. — ' 

Ober-: 2öenn man in ber ©leicijung (4) in §. 90 ben *J?unft 
o mit b' unb d‘ mit c jufammenfaüen läßt, fo baß bie fünfte 
b unb c- bet erfien Teilung tvillfurüc^ bleiben; fo wirb bie ®(eu 
djung: 

b'm . b'm' , , b'b . c‘b‘ n 

i 7 ~~ " | • • • • “ | — U« 

cm . c* m co . c c 

unb bie $oppelpunfte werben burcty bie ©leidßung beö jweiten 
®rabeS: 

( Vcp . . b'b .b'c' 

(c e) 2 ’ " ' ' cb . c'c 

beßimmt. — 

SDfan ^at bemnadf bie ©leidjung: 

b'e . b'f _ b'b . b'c 
ce .cf cb . c'c ’ 

welcße jeigt, baß bie brei fßunftepaare b', c; b,c ' ; e, f in Srtbolw 
tion finb. . — 

§. 160. SBeßimmung beö SJf ittelpunfteS ber beiben 
IDoppelpunfte jWeier Ijomo gtapßifdjcr Stellungen, Wenn 
brei ißaate correfponbirenber fünfte gegeben finb. — 
(SS feinen a, a ' ; b, 6; c, c‘ brei fßaare correfponbirenber fünfte 
unb e, f ißre !Doppe(punfte; fo iß baS aiißarmoniicße Sßerßältniß 
ber »ier fünfte a, b, c, e ber erßen Steifung bem ber oier fünfte 
a',b‘,c‘,e ber jweiten gleich, fo baß man fjat: 


ea _ ca 

ea 1 

da* 

eb ' cb 

eb' • 

c'b' ' 

e a . eb' 

ca 

c' a' 

eb . e a' 

cb 

c' b' 


9fun ßaben Wir aber oorßin gefeljen, baß bie brei Segmente ab', 
a'b, ef in 3nt>olution ßnb, unb Wenn a 0 S O i&re tefp. fDiltteU 
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punfte bejeicifnen; fo fwt man: 

e a . eb' 
ea' . eb 


O «i 

oe, ’ 


(8. 139) 


unb folglid): 

0 a, ea c' a' 

oe, “ eb : ~7V ' 


üttefcr 9Iu4brurt be« 93er^äItniffeÖ ~r~ gibt bie ?ag« be$ 

(J 0£ 

gefugten ißunfteä O. — 2>a$ $>»ppel»erbäftttift f«#t fict) oud) auf 
ein e infadfeö 93crf)&(tni§ jurücffüfjren (93ergl. §§ 201 unb 214). 

§ 161. (Sonftruction ber beiben 2)oppelpunfte, tuen« 
iffr 'Wittelpunft befannt i flt. — 9?acpbcm bie 3J?itte 0 bcc bei? 
ben fSoppelpunfte e,f gcfunben ifi, fann H’a« awfy il)ren Slbfianb 
»on bicfem fünfte ftnben, Wenn man bie ©lefdfuftg (1) in §. 134 
auf bie btei «Segmente ab', a'b,ef antuenbet, rooburdj man fofgertbe 
©leidjung erhält: 

Oa . Ob 1 .. 6, O + Ob. Oa' ,0 k, = (Oe) 2 . ^ = 0, 
au6 tveldjer folgt: 

„ N „ Oa . Ob' — X . Ob . Oa' 

<°*>* = ~r=i • 

reo = i 9 Mi. — 

8. 162. öonftruction bet beiben- Sfoppelpunft« offne 
Sfenntnifj iljreö ÜJi ittelpunfteö. — 2kt Sa& in $. 159 gibt 
eine fefjt einfadje (Senfiruction bev beiben 2>oppe(punfte. — $urd) 
einen miQfürlidjcn fßunft g lege man jn>ei Greife, beten refp. ©elf* 
nen bie Segmente ab',a'b ftnb; fo fdjneiben ftdj biefelben in einem 
jroeiten fünfte g', unb burd) betreiben fflurfff g lege man jroei 
anbere Greife, bereit «fp. ©efyten bie Segmente ac',ac ftnb , fp 
fdjneiben ftd) biefelben in einem jweiten fünfte g“. — 2)et burd? 
bie btei fünfte g, p', g“ gelegte Steiö beffimrftt auf ber ©traben 
ab bie beiben gefuchten 2)oppefpunfte; betttf biefefßunfte ftnb einer* 
feit« mit ben beiben fßuuftepaaren a, 6'j a‘, b unb anbrerfeitb mit 
ben beiben paaren a, c'; a',c in Snoplution (8. 126). — 
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. 3Mefe Eonftruction ifi in allen gällen anwenbbat, welche bie 
brei fßaare a, a'; b, b‘\ c, c‘ barbieten fönnen — unb fte »ereinfadjt 
fidj, wenn jwei biefer fünfte, etwa b unb c‘, in unenblidjer Ent* 
fernung liegen, SBenn j. 33. ber fßunft b in unenblicfjet Eittfer* 
nung liegt, fo Wirb ber Ärei«, Welcher burch bie brei fünfte g, a\ b 
ge^en muff, eine gerabe Sinie, nämlich ga‘. — 

Dber: SDian betreibt um bie »ier Segmente ab‘,ba‘,ac',ca' 
al« 2)urchmeffer 5?reife, unb legt burdj bie SDurchfchnittapunfte ber 
beiben erften fowie burd> bie ber beiben lebten einen Jfrei«; fo be* 
ftimmt berfelbe auf ber ©eraben abc bie beiben gefugten fünfte 
(§• 126). 

5>‘iefe gnjeite Eonfiruetion ifi ebenfall« auf alle OnUe anwenb* 
bar, welche ^infid&tlich> bet Sage ber fßunftepaare a, a'; b, b‘) c, c‘ 
»otfommen fönnen. — 

Söenn bie beiben fünfte b, c‘ in unen blich er Entfernung 
angenommen, unb ihre homologen 6', c in ber jweiten unb erfien 
Sheiluttg refp. mit J‘, J bezeichnet werben, fo bah bie beiben Ijomo* 
gtaphifdjen $h e »fo n 8 en burd) bie ©leidjung: 

J m . J‘ m‘ = J a . J‘ a' 

auögebrücft Werben (§. 79) j fo geht ber über bent unen blichen 
Segmente a'b al« 2)ur<hmeffer befchrtebene £rei« in ba« imißunfte 
a' auf ber ©eraben a b errichteten fßetpenbifel über, unb ebenfo 
ber tfreiö, beffen 2>urchmeffer ba« unenbliche Segment ac‘ ifi. 
— £ierau« ergibt ft<h folgenbe Eonftruction: 

lieber a‘ J al« 3)ur<hmeffet be* 
fd&reibe man einen ifrei«, unb errichte 
im fßunfte a ein fßerpenbifel, wel» 
<he« ben Jfrei« im fünfte a trifft. 
2)ann befchreibe man über aJ 1 al« 
$urchmeffet einen zweiten ßrei«, unb errichte ba« fßerpenbifel a‘ o!, 
welche« ben ffrei« in a' trifft. Enbliih lege man burdj bie beiben 
fßunfte u, a' einen itrei«, beffen SDiittelpunft auf aa' liegt j fo be* 
ftimmt berfelbe auf biefer ©eraben bie beiben gefuchten fßunfte. — 
2)a ber SRittelpunft biefeö ffteife« ber biefer beiben fjjunfte 
ift, fo ifi berfelbe a priori befannt nämlidj bie ©litte »onJJ' (§. 100). 
©lan braucht alfo zur 93eftimmung be« £reife« nur einen bet bei* 
ben fünfte a, a' ju confituiren. — 

SBenn man bie SRitte be« Segmente« J J 1 al« ben fßunft o 
Steuere ©eemetrie. 10 
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nimmt, fo ifi ber .fjnlbmeffer beö J?reifeö au! — \f aa‘ . aJ‘. Die« 
fer 2luöbrurf, ju meinem mir auf einem anbern SBege gelangt ftnb 
(§. 102), ergibt ftc^ Ijier affo auö ber geometrifdjen ©onfiruction. — 

§. 163. SBenn einer ber Doppelpunfte gegeben ifi, j. 33. 
t, fo ftnb bie beiben Ißunftepaare a,a'‘,b,b' jur 33eftiramung beö 
jweiten f hinreichend Denn betreibt man über ben beiben @eg* 
menten ab‘,a‘b alö 3)urdjmeffer jmei Greife, unb legt burd) ihre 
Durchfchnittöpunfte unb burd) ben fßunft e einen britten ifreiö; fo 
beftimmt berfelbe ben Ißunft f (§. 159). 

§. 164. SBenn jmei Ijomograpfjiidje 3:^ei(ungen auf 
berfelben ©eraben gemalt finb, fo ()ot jeberlßunft a bie* 
fer ©eraben, tvenn er alö ber erften Steilung ungehörig 
betrachtet mirb, feinen Monologen fßunft a‘ in ber jmei* 
ten Steilung, unb memt er alö ber jweiten Dhoilung an* 
gelförenb betrachtet mirb, feinen homologen fßunft A in 
ber er fiten. — 

Die beiben fßunfte a‘,A hüben jWti* homographifd)e 
JEheilungen, unb biefe höben biefelben Doppelpunfte, 
alö bie beiben gegebenen Dh«ifungen. — 

Denn 1) ftnb bie burd) ben *ßunft a' unb burd) ben Ißunft 
A gebilbeten beiben DfKifongen hontogtapfjifd) unter fief), Weil fte 
ju einer britten burd? ben üßunft a gebilbeten Dh e *f un 8 homogra* 
phifdj ftnb. — 2) SBenn ber Ißunft a ein Doppelpunft ber gegebenen 
beiben Steilungen ifi, fo fallen a‘,A beibe mit a jufammen, wel* 
^er mithin ein Doppelpunft ber beiben burd; bie rerünberlid)en 
fßunfte a', A gebilben Steilungen ift. — 

§. 165. SBenn jmei homograpl)ifd)e Sljeilungen auf 
berfelben ©eraben gemacht finb, unb man nimmt bie ho* 
mologen fßunfte a',A eineö Ißunfteö a biefer ©eraben 
Wie im »orf)ergel)enben Sähe; fo ifi ber hörmonifdj con* 
fugirte Ißunft »on a in 33ejug auf A unb a' berfelbe, wie 
in S3ejiehung auf bie beiben Doppelpunfte ber homogra* 
Phifchen i£h c il un 9en. — 

Denn bie beiben homograp()ifd)en Sf)eilungen werben nach 
§. 100 auögebnicft burch bie ©leichung: 

am . am! — a J' . am — aJ.a m! -f - aJ . aa' = 0 , ' 
ober (a J' . a4 (S. 100). 
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3ut Sefiimmung ber beiben 2)oppe(punfte e, f niuf man m' 
mit m jufammenfaUen (affen, moburd> bie ©ieidjung mirb, wenn 
man e für m fefct: 

fa ej* — (aJ'-|~aJ) . ae-f _ a«7.aa < = 0 

ober ( aJ'.a A). 

SJian pat folglid): 


unb: 

a e 

»ooraud folgt: 


a e -f- a f — a J -f- a J‘, 
u f = a J . ,aa‘ = a J‘ . u A, 



1 

af 


1 

aa' 


+ 


1 

aA 


9?un fei a ber ijarntonifd) confugirte ^unft oon a in 33e* 
jieijung auf A, fo §at man: 


folglich: 


_ 2 _ 

aa 



1 

a A 


5 (§■ 37) 


_ 2 _ 

a a 



1 

«/• ' 


Woraus errettet, bafj a ber parmonift confugirte iflunft »on a 
in öejiepung auf bie beiben 2)oppe(punfte e, f ift. — 

2>a ber ißunft a uitb fein parmonifd) conjugirter a in Sejug 
auf feine beiben homologen ißunfte a',A baS fefie Segment ef 
parmonifd) (peilen; fo folgt: baff biefe beiben fünfte a,a jtoei 
pomograppifdje 3n®oIution$tpeilungen hüben (§. 149). 

SBenn jmei pomograpifdje Speilungen auf ber fe Iben 
©eraben gegeben finb, fo fann man leicht ben patmonifdp 
confugirten eineß fünftes in 33ejiepung auf bie beiben 
unbefannten IDoppelpunfte ber beiben Stellungen f i n„ 
ben. — 

$enn eS fei a ber gegebene ißunft, unb man bcflimme feine 
beiben homologen a‘, A, fomie feinen patmonifd) confugirten ißunft 
a in Sejug auf a',A) fo ift a ber gepiepte ^Jiunft. 

^ierauö ergibt ftep auep eine neue ©onfiruction bet bei* 
ben £>oppelpunfte aroeier pemograppifeper Speilutigen. — 2Ran 

10 * 
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nimmt nämlicb «inen (ßunft a unb bcn entfprecbenben $untt o, fo* 
wie einen *J3unft b unb ben ent|>red)enben ^unlt 6, unb fuc$t 
enblidj bi« beiben q?unft e,f, welche bie beiben Segmente aa, 66 
barmonifd) feilen; fo fmb biefe bie beiben gefugten Sobpelpunfte.— 


SEÖeitere ®Ä^e über bie 3noolutlott. 

S. 166. 3ßenn auf betfelben ©etaben jmei fßaare »on 
Segmenten aa', bb' unb AA', BB 1 gegeben finb, fo fann 
man immer ein ©egment cc'-finben, n>eld)e« fawo^l mit 
ben beiben erfien Segmenten aa‘, bb' n>ie mii ben beiben 
lebten ÄA‘,BB' in Snnolution ifl. — 

S)enn betreibt man über ben oier Segmenten aa',bb',AA',BB' 
al« a>urd)meffer ffreife, fo beftimmt ber i?rei« , meldet burd) bie 
2)urd)fcbniti0punfte bet beiben erften, foirie burd) bie ber beiben 
lebten Greife gebt, ba« gefugte Segment cc' (S. 126). — 

Sffienn ftd? ber iftei« nidjt confiruiten lÄ#t, fo ifl ba« Segment 
imaginär. 

Ober: ÜKan jiebt burcb einen nüUfürUctjen 5J Sanft g )tvei 
St reife, »ooon ber eine burcb bie beiben fünfte a,a‘ unb ber an« 
bere burd) bie beiben fünfte b, b' gebt, ttelcbe ftcb in einem jWtl* 
ten fünfte g' fc^neiben — unb butcb benfelben fßunft g jroei an* 
bete Jfreife, troson ber eine butcb bie beiben fünfte A,A‘ unb 
ber anbere burd) bie beiben fßunfte B, B' gebt, welche ficb in einem 
jipeiten fünfte g" fdjneibenj fo beftimmt ber butcb bie btei fünfte 
g,g', g" gebenbe ifrei« auf ber ©eraben aa' baö gefugte reelle, 
ober imaginäre (?) Segment. — 

Dber: ©3 fei y bie Sölitte be« gefugten Segmente« cc', O 
ber ©entralpunft ber burd) bie beiben Segmente aa',bb‘ unb Q ber 
©entratyunft ber burd) bie beiben Segmente aA‘,BB‘ beftimmten 
3noo(ution, unb enblicb w bie üJlitte oonO,(>; fo bat man bie 
Relation: 


• 2 ay.OQ — Oa.Oa' — QA.QA', 

*®eld)e bie Sage bed fünfte« y beftimmt. — 

3n ber $bat bat man: 

Oa.Oa' = Oc.Ocf, QA.QA‘—Qc.Oc' t 
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fo bafj bie ©leidjung in folgende übergebt: 

2 ajy . OQ — Oc . Oc' — Qc . Qc\ 

welche« eine jwifdjen ben «ßunftepaaren c,c'; Ö,Q unb ihren 3T?it* 
ten y,oj fiattftnbenbenbe Relation ifi, bie ftdb leicht beweifen l&jjt; 
benn man braucht nur für Oc. Oc' unb Qc.Qc' tefp. ju fefcen: 

C Oy) 2 — (yc) 2 unb (Qy)' 2 — (yc) 2 . 

3fi bie SWitte y be« gefugten Segmente« auf biefe SBeife ge« 
funben, fo ergibt jtdj biefe« Segment felbfi burdf) eine ber Relationen : 

C yc) 2 = (Oy) 2 — Oa. Oa 1 , 

• (yc) 2 = (Qy) 2 - Q A ■ QA\ 

unb ifi alfo fietfl reell, wenn bie beiben Segmente aa,bb‘, ober 
AA‘,BB‘ ineinanbergteifen, weil alöbann ba« ißrobuft Oa.Oa' 
ober QAiQA 1 negativ ifi (§. 120); aber eS fann imaginär 
»erben, wenn Weber bie beiben Segmente aaf , bb‘, nodj bie beiben 
Segmente AA',BB‘ ineinanbergreifen. — 

3ebe« ber vier Segmente aa‘,bb‘,... fann 9?uD fein, unb 
wenn fte eö alle vier jugleich ftnbj fo ifi bie Slufgabe: 3» ei 
fünfte ju finben, welche jwei Segmente ab, AB Ijatmo* 
nifdj teilen. — 

8- 167. 2Benn jwei homograpfjifch geteilte ©erabe 
gegeben finb, fo bilben bie von einem feften fünfte burd) 
bie 3:f)eilung9f)unfte gejogenen ©eraben jwei homogta* 
pbif<h« Süffel — unb wenn biefe Süfchel in 3n»olutlon 
fein follen; fo muf ifir Scheitel auf ber ©eraben liegen, 
welche bie fünfte ber beiben Steilungen »erbinbet, be* 
x en ffomoloö« im Durch fd)nitt«punfte biefer ©eraben ju* 
ammenfallen. — 

Denn e« fei S biefer Durchfchnitt«punft unb a, b 1 auf ben bei« 
ben ©eraben tefp, bie beiben fraglichen fünfte, fo bafj o auf bet , 
erfien bem Ißunfte S ber jweiten, unb V auf bet jweiten bem 
fünfte S auf erfien entfpridjt. Da bie Spifce O ber beiben SBü« 
fchel auf ber ©eraben ab' liegt, fo h<*i biefe ©erabe, fte mag al« 
Strahl be« erften, ober jweiten SSüfchel« betrachtet Werben, fietd 
biefelbe ©erabe OS jum h»niologen Strahl, worau« folgt: bafj bie 
beiben Süffel in 3n»olution fmb (8. 154). 
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§. 168. 2Benn jWei ^omograpftift^e Süffel gegeben 
ftnb, beren SBittelpunfte nidjt jufammenfallen, fo fann 
man fte nüt einer ©etaben fo burdjfch neiben, baff man 
auf berfelben jWei Snnolutiondtheilungen hat — unb 
jwar gibt ed unenblid) niele folcher@eraben, welche aber 
alle burd) einen beflimmten fßunft gellen. — 

fDenn eö feien 0, O' bie ©tittelpunfte ber beiben Büfdjel, unb 
Q ber fSurchfchnittdpuuft ber Strahlen, Welche in bem erften unb 
jweiten Söüfcfjel refp. bie fjomologen ber nach ber ©eraben 0 0' äu< 
fammenfallenben «Strahlen finb; fo genügt jebe burd) ben fjjunft Q 
geljenbe Srandnerfale ber audgefprochenen Sebingung; b. f). fte feinet« 
bet bie beiben SSüfdjel in jwei 9teif)en non fünften, welche jwei 
homographifcheSnnolutiondtfieilungen bilben. 2>rtm biefe$rand< 
nerfale trifft bie ©erabe O 0 ‘ in einem fünfte, welcher, er mag ald 
ber erften, ober jweiten 9feif)e angehörig betrachtet werben, fletd 
benfelben homologen fftunft Q hat- — folglich jc. 

§. 169. SBenn brei fßunftepaare a, a';6, 6'; c,c‘ in 3n* 
nolution fifib, unb man nimmt bie hatmonifd) conjugirten 
fßunfte a,S non c in Bejahung auf bie beiben Segmente 
aa‘, bb‘, fowie bie harmonifdj conjugirten fünfte «„ff, 
non a,i? in Bejug auf bie beiben Segmente 66', aa'; fo 
ift ber fßunft c' ber hatmonifch conjugirte non c in 35e* 
jiefjitng auf bie beiben fünfte aj,^. 

2>enn Wenn man burch bie ©leichung £19) in §. 49 mit jtnei 
willfürlidjen fünften .audbrüeft: bajj bie beiben fünfte «, in 
SBejug auf 6,6' harmonifdj conjugirt ftnb, inbem man c',c refp. 
für m,n fefctj fo hat man: 

c'b . c' b‘ . c'tt • c'ai ^ c'g c'qj 

eb.cb' ‘ ca.cai cb ' ca ’ 


wo ra ber harmonifch conjugirte fßunft non c in Bejug auf «,«, 
ift. fDiefe harmonifche Relation für bie beiben ffhmftepaarc c, t»; 
a, cci wirb aber auch audgebrüdt burch: 


2 c' « c' « 

c co ca 

2Ran hat alfo: 


c'b . c'b' 
cb . cb 1 


c'a . c‘ etj 
ca . ca t 


c'aj 

Cßj 


. (§. 39) 


c'S / . c'a c'a 1 \ 

c£ \ ccc ' c«! ) 
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unb ebenfo wirb bie batmonifdje Dielaliort . ber beibert fünfte« 
paare S, ; a,a‘ auSgebriicft burcb bie ©Iridjung: 

c'a.c'a 1 . c'S.c'Si c'a / c'S . c'ffj \ 

ca. ca' ' cb.c ff, ca \ cS . c 6j ) * 

SBenn man biefe beiben ©leidjungen »oneinanber abjiebt, unb 

bemerft, bafj — f 1 ■■ == r ^~ ift, »eil c' ber ^armonifcb 

. Cbj ca i 

conjugirte fßunft oon c in ®t’äug auf a l ,S l ift; fo bleibt blo« : 

c' a . cf a‘ c'b . c‘ b' 

ca . ca' cb . cb' ’ 

welkes eine ber SnoolutionSgleidjungen in §. 117 ift. — - golg* 
lid) je. 

SBenn ber fßunft c in unenblicfjer (Sntfernung liegt, fo fdGt 
fein conjugirter fPunft c' mit ber 9J? i 1 1 e beS Segmentes a t ju» 
fammen, unb ift ber ßentralpunft ber burd) bie beiben Segmente 
aa',bb‘ befiimmten 3n»olution. — 

2>ie beiben fßunftepaare a,a‘-, b,b‘ fönnen aud) imaginär 
fein, »eil nur Ijarmonifclje Relationen berfelben betrachtet »erben. 
— 3D?an fann alfo »ermittelfi ber beiben »orbergebenben Säj>e ben 
Sentralpunft unb ben conjugirten eines gegebenen fünfte« 
einet burd) j»ei ißaare imaginärer fßunffe beftimmten 3noolu« 
tion beftimmen. — 

§. 170. SBenn auf berfelben ©eraben jwei fünfte» 
paare a,a'; b,b‘ gegeben finb, unb man nimmt ben barmo* 
nifcb conjugirten fünfte oon 6 in Sejiebung auf a,a‘, fo* 
wie ben barmonifdj conjugirten fßunft c' »on 6' ebenfalls 
in Sßejug auf a, a'; fo finb bie brei Segmente aa‘,bV,ccf 
in 3noolution. — 

Denn nach ber 93orauSfefcung bat man: 

ac a'c ac' a‘c‘ 

~~äb~ ~ äPT ’ ab' ~ a‘b‘ ’ 

unb wenn man biefe ©leidjbeiten in einanber multiplicirt; fo er» 
bält man bie ©leiebung: 

ac.ac 1 a'c. a'c' 

ab. ab' a'b.a'b' ’ 
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welche audbrücft: baf? bie bret Segmente aa', bb', cc' in 3it»oIu* 
tion ftnb (§. 117). 

©an fann auch fagen: 2Benn btei fßunftebaare a,a;6/6; 
cc' in 3n»olution finb, unb bie beiben fünfte 6,e finb in 
Sejiebung auf a,a‘ {(armonifi^ conjugirtj fo finb b‘,c 
ebenfalls in öejug auf a,a' barmonifdj conjugirt. — 


§. 171. SBenn jwei Sßunftepaate a,a'-,b,b‘ in f|armo= 
nifdjer Relation finb, unb man nimmt auf berfelben ®t> 
raben einen wiUfürlicf)en5)3unftn, fowie feinebarmonifd) 
confugirten fünfte c,c‘ in 33ejug auf bie beiben <5eg= 
mente aa',bb fo bilben bie brei Ißunftepaare a,a‘) 6,6'; c,c‘ 
eine Snootution. — 

Denn bie beiben fünfte a, a‘ feilen jebeS bet beiben 6eg< 
mente bb‘,cn fjarmonifdj, unb mithin finb a, a' bie Doppelpunfte 
ber burd) biefe beiben Segmente befiimmten 3n»olution (§. 127). 
alfo finb bie btei Segmente aa‘, b n, b‘ c in 3n»olution (§.128), 
unb man £>at: 


ba .ba‘ 
na .na' 


bb' .bc , 
nb' .nc 


(§. 117). 


(Sbenfo ftnb bie brei Segmente aa',b‘n,bc in 3n»olution 
unb man bat: 


b'a.b'a' _ b'b.b'c 
na. na' nb.nc ’ 


unb wenn man biefe ©leicbungen in einanbet bbibirt; fo erhält 
man: 


ba . ba' bc f b'c bc nb 

b'a.b'a' nb' ’ nb b'c nb' 


Da nun c' ber b«tmonifcb conjugirte ißunft »onn in ©ejug 
auf b, b' ifi, fo bat man: 

nb cb' 

~ nb' c'b' ’ 

unb bie lefcte ©leidbung wirb folglich : 

ba .ba' bc .bc' 

b'a.b'a' ~ b'c. b'c' * 
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worau« erfftHet: baß bie brei «Punttepaare a,a'j b,b') c,c‘ eine 
Snoolution bilben. — 

SBenn berßSunft n bie «Ritte be« Segmente« aa‘ iß, fo (legt 
fein conjugirtcr «punft c in unenblidjer Entfernung, unb folgli# 
iß bei «Punft c' bei Eentralpunft bei Snoolution, weldje burd) 
bie jwei Segmente aa‘,bb' beßimmt wirb. — ßierau« folgt: 

2Benn jwei «Punftepaare a,a‘‘,b,b' in l)armonlfc$et 
«Proportion finb, fo fällt ber ßarmomifdj conjugirte «punft 
ber «Ritte be« Segmente« aa' in ©ejießung auf bie bei* 
ben «Punfte b,b‘ mit bem Ifatmonifd) confugirten fünfte 
bet Sßitte be« Segmente« bb‘ in Sejie^ung auf a,a‘ ju* 
fammen — unb biefer «punft iß bet Eentralpunft O bet 
burdj bie beiben fPunftepaare a,a‘’,b,b‘ beßimmten 3noo* 
lution; b. fj. man f)at für biefen ffiunft O bie Relation: 

Oa.Oa' = Ob.O'b. 

•Ober: Da bie beiben «Punftepaare a, a'; 6 , 6 ' in Ijatmonifdjer 
«Proportion ßnb, fo f)at man bie Relation: 

ma.ma' , mb. mb 1 n mc.mc 1 

* i; — U~ = 2 - 7 — . ( 8 . 49) 

na-na nb.nb' nc.nc' 


unb wenn y ben tyarmoniftty conjugirten «Punft oon n in SBejug 
auf c,e‘ bejeictynet; fo iß: 

ny.cc ' = 2 nc'.cy = — 2nc.c'y. ( 8 . 37). 

«Kan fann alfo fdjteiben: 


ma . ma 
na . na‘ 

ober: 

ma . ma 1 
na . na' 


.nc.c‘y-\- 


mb . mb“ 
nb . nb 1 


,nc'.yc= 


m c . mc 
n c . nc' 


ny 


c'c, 


. . mb. mb . , mc.mc . n 

.c'y.ncA r jr-.yc.nc'H —.cc.ny=0, 

' 1 no,no' nc.nc 


Welche Oleidjung au«brü<ft, baß bie brei «Punftepaare a,a'; b,b'; c,c‘ 
in 3noolution ftnb (ft. 142). 

Dber: Der Se^tfaß ßnbet offenbar für jebe Sage be« «Punfte« 
n ßatt, wenn er für eine Sage beffelben ßaltfinbet — unb j. SB. n 
.in unenblidjet Entfernung liegt, weil in ben jwifdjen ben Ber* 
fdjiebenen «Punften ßattßnbenben Relationen nur anfjarmonifdje 
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33erf)ältniffe »otfommen. — Söenn aber bet Punft n in unenb* 
li#et ©ntfernung liegt, fo ftnb bie fünfte c,c‘ bie üJiitten a, G 
ber beiben Segmente aa‘, bb' — unb eö brauet nur bewtefen ju 
werben: baff bie btei Segmente aa',bb‘,aG eine 3noolution 
bilben. — 3“ ben 3K>etfe fann man ft# ber ®lei#ungcn in §. 139 
bebieneit — unb wenn s bie ©iftte »on'ag 1 ifi; fo finbet bie 3n> 
»olution fiatt, wenn man ^at: 

cca.aa 1 £« . — (a a ) 2 sa * 

ab . ab' eG ° tX ' ab . ab' sG 

®er erfie 2#eil biefer ©leidjung ifi aber = — 1, weil bie 
beiben Segmente aa', bb' in ^armonifc^er Proportion ftnb (§ 44), 
unb ber jweite S^eil ifi au# = — 1, weil £ bie SJiitte »on aG 
ifi; folgli# tc. 

2)ie übet ben Segmenten aa',bb',uG betriebenen brei «fpalb* 
freife gefjen bur# benfelben Punft (§. 126), unb bie »on biefem 
Punfte na# ben beiben Punften a, G gezogenen ©eraben finb auf« 
einanber fenfre#t unb .jpalbmeffer ber beiben erfien ffreife. SBenn 
man folgli# über jwei in ljarmonif#er Relation fielen* 
ben Segmenten aa‘,bb‘ alö 2>ur#meffet Greife bef#reibt, 
fo bur#f#neiben fi# biefelben unter te#ten SBinf.eln. — 

Ober: SBenn ber Punft n feine Sage änbert, fo bilbet er mit 

c jwei £jomograpljif#e Reifungen, weil man immer l)at: — ; 

Q C d Tb 

unb baffelbe gilt »on ben Punften n, c'. — 3)ie beiben Punfte c,c' 
bilben alfo jwei ^omograpl)if#e Sljcifangen. — SBenn n in a fällt, 
fo fällt c au# in a, unb c' in a'. SJtitljin finb a,a‘ jwei Ijomo« 
löge Punfte ber beiben con c,c' gebilbetcn f)omograp^if#en S&ei* 
lungen — unb baffelbe gilt oon b, b'. — Slbet Wenn n in a' fällt, 
fo liegt c au# in a' unb & fällt in a. 2Der Punft a tat alfo, er 
mag alö ber erfien, ober alö ber jweiten Reifung angetörig be* 
tra#tet werben, in beiben gällen ben Punft a' jum fjomologen, 
worauö folgt: baf? bie beiben Steilungen in 3n»olution ftnb 
(§. 147). «lifo ftnb bie brei Punftepagre ji,a‘yb,b ') c,c' in 3n« 
»olution. — SB. j. b. w. 

§. 171*- Drei »on bemfelben Punfte auögetenbe ©erabe 
bilben je jwei unb jwei betrachtet, brei SBinfel, unb bie §albirungö« 
Itnien biefer SBinfel unb beten Supplemente taben bie <Sigenf#aft, 
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bag bie brei ©eraben mit ben «fjalbirungdlinien ber brei 
Supplemente, ober mit jmei berfelben unb ber .£>a(bi* 
renben beö britten SBinfelö in 3n»oIution finb. — 

3>enn eS feien A,B, C bie brei ©eraben, A',B‘, C bie ^albi» 
renben ber brei 9&infel ( B , C), (C, A), (A, B) unb A", B", C bie 
ber Supplemente biefer SBinfel; fo Ijat man: 

sin(A',C) I sin(B‘,A ) sin(C‘,B) . 

sin (A'j B~) ’ sin(B',C ) ’ sin (C‘,A) ’ 


sin ( A", C) . sin ( B“,A ) _ . sin(C‘,B) 

sin (A", B) ’ sin(B",C) 1 sin (C",A) 


folglich: 

sin (A, /?") . sin (B, C“) . sin (C, A") 
sin (A", B) . sin ( B ", C) . sin (C", A) 


sin (A, B‘) . sin ( B , C") . sin ( C, A') . 

sin ( A', B) . sin ( B‘ , C) . sin ( C", A) 

• - 

toelcbe ©letdjungen bie fragliche Snootution auöbrücfen (§. 150). 
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Smoenbung bet »orbergebtnben $beorietu 
I« ©erablinige Figuren. 

$. 172. Aufgabe »om beftimmten Schnitt. — $iefe »on 
Slpolloniu« fo genannte Aufgabe ift folgenbe: 

SSenn auf einer ©eraben »ier fßunfte gegeben ffnb, 
auf berfeiben einen fünften fßunft »on foldjer IBefdjaffen* 
beit ju beßimmen: baß ba$ *JJro buf t feiner Slbßdnbe »on 
jt»ei bet »ier gegebenen fünfte ju bem ffitobufie feinet 
Slbßänbe »on ben beibenanbern in einem gegebenen 93er* 
bältniß fleb t. — 

SBenn a, a'; b, b‘ bie »ier gegebenen fünfte ftnb, unb A bejeieb* 
net ba« gegebene SBerbdltniß; fo fommt eö barauf an, einen foicben 
ißunft m ju beßimmen, baß man bat: 


2>iefe Aufgabe enthält btei anbete alö befonbete Salle; benn 
man fann annebmen: baß einer bet »ier gegebenen ißunfte (&') in 
unenb lieber Entfernung liegt, ober baß jttei conjugirte fünfte 
a,a! ober 6,6' in einen jufammenfallen. — 2)ie biefen brei 
Slnnabmen entfbtedjenben brei Süße »erben bureb bie bt#i ©leidjun* 
gen auägebrücft: 


am . a'm 
b m 


X. 


(a m)* 

bm . b'm 


am . a'm 
(bm)* 


Digitized by Google 


ftnwenbung bet »otbctgebenben Spotten. 


157 


Um ben Sluabrutf - ?!' q m = X a(3 befonbetn galt »on 
o m 

f m • ° ™. — x betrauten ju fönnen, fann man in lefeterm bie 

om . b m 

donflante X burd) bafl 93erf)ü!tnifi j»eiet «Segmente 6 k, 6'k' etfe* 
feen, wo bie beiben fünfte k, k' in berfelben ©eraben wie a,a'j 6,6' 
fo liegen, bafi man ^fat: 

am.a'm bk . am.a'm ,, 6'm 

6m . 6'm = W ° ber 6m = ** * W ' 

SBitb jefct 6' in unen blieb et (Sntfernung angenommen, fo et* 
bült man: 

am . a'm . , , 

— = bk = X. 

b m 

3>ie »otbetge^enben Sbwfcn fl e6en unmittelbar jtttei b^bf* 
einfache Sluflöfungömetboben biefeö fßroblemeö »ora beftimmten 
«Sdjnitte, »ooon bie eine au$ ber Snboiution unb bie anbere 
auö bet Ijomogtapbifdjen $b*tlung entforingt. 2>ie etfie ifi 
fogar in bem gafle anwenbbar, »o ein« bet beiben fpunftepaare 
a, a' ; 6,6' ober beibe imaginär werben. — 

@tße Sluflüfung. — 2)er ©leiebung: 

am . a'm , 

6m. 6'm ~ * 


genügen offenbar jwei fünfte m, m'; benn wenn ein erfler fßunft 
m befiimmt ifi, fo genügt ein jweiter fßunft m', welker mit m unb 
a, a; 6,6 eine 3n»olution bilbet, ben Sebingungen ber Aufgabe 
auch, »eil man ^at: 


unb mitbin : 


am.a'm am' .a'm 1 _ 

6 m. 6'm 6m'. 6'm' ' ^ 


am' .a'm' 
bm'.b'm' ~ *' 


9tun fei p bie SSttte ber beiben gefugten fßuntte m, m', unb 
a,S reff), bie ber beiben Segmente aa, 6 6'; fo b<*t »non: 


am . a'm 
6m . 6'm 


= -ffr*»«» 
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folglich '• 



SDiefe Relation gibt ben Sftittelpunft g, unb bie Seflimmung 
bet beiben fünfte m } m‘ ifi fine Aufgabe bcr 2t)eorie bcr 3n»olu* 
tion, Weihe wir auf »erfhiebene Slrten gelöpt haben (§. 143), fo 
bah wir f)ier nur noh wenig Ijinjujufügen braunen. — 

(Sonjlruction. — fDurh einen wiUfürlict) genommenen ißunft 
g lege man jwei reife, beren refp. (Seinen tie Segmente aa',bb‘ 
ftnb, fowie burd) benfeiben $unft g unb burd) ben anbern 3)ur<h* 
fhnittSpunft biefet beiben- Greife einen britten ft'reiö, beffen Wittel» 
punft auf bem in fünfte g auf aa' errichteten 5|)erpenbifel liegt; 
fo beftimmt berfe(6e auf ber ©eraben a a‘ bie beiben gefuchten 
fünfte m, m'. — 

SD ber: Wan fucht ben burd) bie ©leichung: • 

Oa.Oa' = Ob. Ob' 


beftimmten fflunft O, fowie ben bürd) bie ©leichung: 

Oa.Oa'— Og.Og' 
beftimmten *)3unfte g 1 ', fo l)ot man: 

(gm) 2 — g g' . g 0 (§ 144). 

gür brei fünfte a,a‘,b muh man einen foldjen ^unft m be* 
ftimmen, bah man h«t: 

am . a'm , 

bin — ’ 


unb ed genügen wieber jwei ißunfte m,m‘ berSJufgabe, welche 
mit a,a unb b, biefen lebten alö (Sentralpunf t betrachtet, eine 
3n»olution bilben. 3)enn man ^at: v. 

am . a'm am' . a' m' 

bm • b' m' ’ 


am . a in 
am' . a'm' 


b m 
b' m‘ 


(§. 119) 


2)ie Witte g ber beiben gefuchten fünfte m, m' wirb alfo un* 

c 

mittelbar burh ben Sluöbrucf a g = y 1 beftimmt (§. 135, ©l. (4)). 
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Eonfiruction. — v )Jlan betreibt einen beliebigen butcb bie 
beiben $unft a, a‘ gebenben Äreiö, unb fiept butcb ben i})unft b eine 
©efante, welche ben ifreiö in jwei fünften g, g' fdjneibet. 2)urcb 
biefe beiben fünfte fiept man einen ffrciö, beffen SJfittelpunft auf 
bem in ft auf aa' errichteten IJJerpenbifel liegt; fo befiimmt biefev 
Jfreiö bie beiben gefugten fünfte m, rri. — 

£>ber: Wan befiimmt ben fßunft ft' burcp bie Relation: 


unb pat: 


ba . ba‘ = bft . hfl', 

(ft m) 2 = ft ft' . ft b. (§ 135). 


3weite Sluflöfung. — «Schreibt man bie ©leüpung (a) fo: 


am b'm 

bm a‘m ’ 

fo fiept man, bafi bie gefugten fünfte bie üsoppelpunfte ber 
bur<h bie ©leicpung: 

am . b'm' 


auögebrürften beiben pomograppifd) en Speilungen ftnb, worin 
a, b fWei fünfte ber erflen unb b‘, a' ihre refp. homologen fünfte 
in ber jweiten Speilung ftnb (§. 63). 

2>ie beiben SJoppelpunfte werben burd) bie Eonfiruction in 
§. 102 bejiimmt, wobei man fiep bet in nnenblidjer Entfernung 
liegenben fünfte bebient. — SÖenn m‘ in unen blieb et Entfernung 

angenommen wirb, fo pat man-—- ~ *» un & n,fnn man ”* * n un * 

a* J* 

enb liebet Entfernung annimmt, -r j— =\. 9?un fei ft bie Witte 

0 J 

oon JJ', unb man befiimme ben $unft ft' burd) bie ©leicpung: 
a f* — i & V f . 

6ft ‘ a'ft' ’ 

fo bat man: 

(ft»») 2 = ftft' . ft J'. (§. 102) 

3n bem galle »on brei fünften a,a',b fepreibt man bie be* 
tteffenbe ©leidjung fo: 

am , 1 

6 ”” " * j ) 

m a m 
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woraud erhellet, bafi bie gefugten fünfte bie Doppelpunftr ber 
burdj bie ©leic^ung : 

am 1 

bm ' a‘ m‘ 

audgebrüdten beiben Ijomograbljifdjen Teilungen jtnb, wo in bet 
jweiten Steilung ein unenblidj entferntet ißunft unb q' bie 
conjugirten fünfte oon a, b in ber erfien Leitung jtnb (8. 78). 

2)er ifJunft J liegt folgli<$ in a unb ber Ißunft J wirb burdj 
bie ©leidjung a‘ «7* = X befiimmt. SWan beftimmt bie 3J?itte ft bed 
Segmented aJ‘, fjierauf ben *J3unft ft' bur<§ bie ©leidjung: 

Qft — 1 1 

bp ' a' ft' ' 

unb bie gefudjten fünfte burdj bie ©leidjung: 

(pm ) 3 = p ft' .. ft J 1 . 

SBenn bie beiben fünfte a,a‘ ju fa mm en fallen, fo finb bie 
beiben Sluflöfungdmetljoben fowoljl in bem galle non »ier, wie in 
bem »on brei fünften o§ne SBeitered anwenbbar. — 

4 - - 

8 . 173. Sebingungen ber Unmöglitfjfeit — ©renjen 
non X. — SBenn bie beiben Segmente aa‘,bb‘ in einanbergtei* 
fen, fo jtnb bie beiben fünfte m,m‘ immer reell (8. 143). 2lber 
wenn bie beiben Segmente eine anbere Sage Ijabcn, fo fönneit bie bei* 
ben fßunfte m,m‘ imaginär fein, wadbergall ifl, wenn bie'Kitte 
ft jwtfdjen ben beiben fünften e,f liegt, weldje jebed bet beiben 
Segmente aa‘,bb‘ Ijarmonifdf) teilen (8- 144). 2)ied iji bie ein* 
jige Sebingung ber Unmöglidjf eit ber Aufgabe, unb wir wollen 
feljen, wad fidj fjinjtdjtlic§ bed 3 f >^ enö unb 3aljlenwertljed »on X 
baraud ergibt, inbent wir fuccefjwe bie beiben gäHe betrauten, 
welche bie gegenfeitige Sage ber beiben Segmente aa', bb‘ barbieten 
fann. — 

1) (Sind bet beiben Segmente liegt ganj auf bem an* 
betn. — Slldbann liegen bie beiben DJiittetyunfte «, S aujjerfjalb 
bed Segmented ef, unb jwar beibe auf ber fei ben Seite, jut Sin* 
fen, ober SRedjten (8. 35). 2>a nun nadj ber ffioraudfejjung ber 

-» fßunft ft auf bem Segmente felbft liegt, fo folgt: bafi bad Söerljdlt* 

nif -^- = X pofiti» ifi, unb bafi fein 3<»$lenwettfj jwif^en be* 
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nen bet beiben Sßer^ÄUniffc liegt. — Siefe« ftnb bie 

beiben Sebingungen bet Unmöglich feit bet Slufgabe. SBenn X 
einem biefer beiben festen Berßältniffe gleich ifl, fo fallen bie beiben 
fünfte m,m‘ in einem bet beiben fünfte e,f jufammen, unb bie 
beiben Sluflöfungen rebuciren ftdj auf eine. — 

2) Die beiben Segmente liegen außereinanber. — 
$ll«bann liegen i^re SHitten a,S lieber außerhalb be« ©egmen* 
teö efj aber auf oerfcJ) iebenen ©eiten beffelben, unbba berffjunft 
H nac$ bet Boran«feßung auf bem ©cgincnte ef felbfi liegt; fo 

folgt: baß ba« Berljältniß negativ ift, unb baß fein abfolu* 
tet SBertf) jmifdjen ben abfoluten SBert&en bet Berhältniffe -^-f- , 

C b 

-jf- liegt. — 

SBenn X einem biefet lebten Berßältniffe gleich ift, fo ftnb bie 
bie beiben Sluflöfungen reell; aber rebuciren fiel? wieber auf eine.— 
9J?an fann alfo bie beiben Bebingungen bet Unmög liebfeit 
ber Slufgabe allgemein babutdj au«brütfen, baß man fagt: 1) bie 
ßonfiante'X muß baffelbe 3eid)en ^aben, al« bie beiben Bereit» 

n >ff e ~eS ' ’ un ^ ' ^ *§ r So^lfirtvert^ muß jwifdjen ben 

^«^Iennjert^en biefer beiben Berhältniffe liegen, welche nad) §. 131 
au«gebrü(ft werben butd): 

' («aQ 2 > 

(y/ab‘ . a'b If \f~ ab.a'6') 1 

SBenn in bem SaKe von brei fünften a,a',b ber fßunft b 
auf bem Segmente aa' liegt, fo ftnb bie beiben gefuchten Btfnfte 
m,m‘ immer reell. Siegt ber $unft b außerhalb biefe« Seg* 
mente«, fo ftnb bie beiben fßunfte e,f, welche baffelbe hfltmonifd) 
teilen, unb beren üKitte b ift, reell, unb bamit bie beiben gefudj* 
ten fßitnfte m,m‘ reell ftnb, muß ihre ÜJfitte (i außerhalb be« 
Segmente« ef liegen. — Sie Slufgabe ift alfo unmög lid), wenn 

ber burd) u(i = -i- X beftimmte fjjunft n jwifdjen bie beiben fünfte 

e,f fällt. — Siefe Bebiitgung brüeft man baburdj au«, baß man 
Steum ®eomcttie. - 11 


Digitized by Google 



163 


3>»eite Slbtheilung. 


fagt : ba6 Segment «ft liegt jwifchen ben beiben Segmenten ac, 
u f, ltnb offenbar buben nldbamt bie bret Segmente baff e f b e 3ei* 
dben. 'Ulan fann olfo fagen: bie Aufgabe ifi unmöglich, Wenn 
bie (Sonfiante 1 baffelOe 3 e >^ en b Ät / «1$ bie ©egmente ae, af, 
linb wenn i^r abfoluter SZBertf) jwifchen ben abfoluten 2Bettl}en 
•biefev beiben Segmente liegt, Welche nach §. 51 auägebrücft wer* 
ben bnrd): 

1 C aa'y _ 

2 W' a b. + 


§. 174. 93emetfung über bie 3 e i<h en ber Segmente 
unb ber (Sonfiante. — Sßir haben biöfjcc binjichtlich beö 3ei<hen6 
bet (Sonfiante X, Weiche pofiti», ober negati» fein fann, feine 
ffioraudfefcuitg gemacht; aber bie Sage bcö butd) bie Relation 


-^-=fc ober ft u = ^-X befiimmten fßunfteö ft ifi non biefem 


3eid)en abhängig, unb bie bem einen 3 e fdKtt entfhredjenben beiben 
Sluflöfungen finb non ben bem entgegengefe^ten 3 e *^ en entbrechen* 
ben nerfchieben, fo bah, Wenn ba$ 3 c '^ fl1 wn 1 i« ber Aufgabe nicht 
beftimmt angegeben ift, biefe nier Sluflöfungen geftattet. — 

Söaö bie 3etcben ber Segmente betrifft, fo ifi in bem gälte non 
nier fünften, wo man bie Relation: 


am . am ' 
bm .bm' 


bat, ber Sinn, in welchem bie pofitinen Segmente genommen 
werben, gleichgültig, fclbft wenn bie beiben fünfte a,a‘ ober 
b,b‘ jufammenfallen. — Slber in bem galle non brei fünften, 
wo man bie ©leichung: 

* \ 

am . am' 

bm 

bat, ifi bieö nicht mehr einerlei; fonbem man muh angeben, in >»*1* 
ehern Sinne bie pofitinen Segmente ju nehmen finb, fo bah man 
jwei neue Sluflöfungen erbült, wenn man biefe Segmente in entge* 
gengefehtetn Sinne nimmt. — Söenn alfo bie Slufgabe biefen Sinn 
unbeftimmt Iaht, fo muh man annehmen, bah H e »itt Sluflöfungen 
gejiattet, Welche jeboch biefelben finb, al6 bie »on ber Unbefiimttft» 
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heit be6 3<i<hen3 bet Gonftante K fjerrühtenben. — Senn wenn ein 
Ißunft m ber ®leid?ung: 

am . am' 
b m 

genügt, inbem bie pofitioen Segmente gegen bie 3? edjte ju gcitom* 
men Werben, unb bie Gonftante' A pofiti» ifi; fo ifl bie$ auch noch 
ber ggll, wenn bie pofititen Segmente gegen bie ?infe genom* 
men werben, unb bie Gonfiante negativ gefefct wirb. 

3n beiben gäUen — fowoljl bei vier. Wie bei brei fünften — 
gefiattet alfo bie Slufgabe im Slllgemcinru vier Sluflöfungen, wenn 
man webet beit Segmenten, nod) ber Gonftante 3 e i e n gibt. — 

Slufgaben, bereu Sliiflofnng ftdb auf bie (Sonftruetion ber ©oppel* 
fünfte jweier bontograpfuKbct Shcilnngeu jtiriicffübren lägt. 

§. 175. Slufgaben biefer Slrt, welche analptifdj non ©leichun« 
gen beö $ weiten ©rabeö abhängen, taffen fid) alle burdj einegfeidj* 
förmig e Gonfhuction löten, obgleich fte feine Sleljnlidjfcit mit einanber 
ju hüben fdjeinen, unb biefe Gonfhuction ifi immer feljr einfad^, felbfl 
in bett gaffen, wo bie gewöhnlichen SÄetljoben, befonberö Wegen bet 
Vielheit bcräBurjelit, welche ftdj bei ber 83ilbung ber ©leidjung ber 
Aufgabe nicht »ermeiben lägt, wirflidje Schwierigfeiten barbieten.— 
Sie beiben homographifchen 3^h«iluttgen werben bei jeber Slufgabe butdj 
bteilßaare cotrefponbirenbet fffunfte beftinunt, unb bie beiben fünfte 
jebeG Haares werben burch eine Slrt 33erfuchÖconfiruction gegeben, 
welche nur bann richtig ifi, wenn bie beiben baburdj beftimntten 
fünfte jufammen fallen. — Siefe SJietljobe h öt mit bet arith* 
metifchen Siegel f a Ifi Slehnlidjfeit, unb »erbient Wegen ihrer man« 
nigfadjen Slnwenbungen l^ter befoitberd beachtet ju Werben, weil 
allgemeine unb gleichartige UJlethobett in bet ©eometrie noch 
feht fehlen. — 3“ ben leidjteflen Slufgaben, worauf biefe SJlethobe 
anWenbbar ifi, gehören auch bie von Slpoltoniuö fogenannten 
fßroblente ■ beö 93er^AItni fjfchnitteS, be« Siaumfchnitteö 
uttb beö befHinmten Schnittet. — Sie jweite Sluflöfungöart, 
welche wir »orljin »on bem legten ^Probleme gegeben haben, beruht 
auf biefer ÜJJetljobe, unb fönnte genügen, um ihre Slnwenbung ju 
jeigen; allein wir wollen noch »ergebene anbere Slnwenbungen 

11 * 
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berfelben mittbeilen, inbern wir befonberS Aufgaben Welche 

»iele befonbere gülle unter fWj begreifen. — 

3wei bomograbbifte Teilungen auf JW ei ©eraben geben jwei 
»erfdjiebene Slrten »on Slufgaben. Sei ber einen §irt banbett eS jt<h 
um bie SBeftimmung jweier homologer fünfte, welche gcwiffen 
Sebingungen genügen, unb bei ber anbern Slrt um bie SBeftimmung 
jweier homologer Segmente, weldje ebenfalls gegebenen ©e* 
bingungen entfprechen. — 2)iefe Aufgaben Tonnen ftcb unter febr 
»erftbiebenen formen barbieten, allein mir Werben b<et nur einige 
SBcifoiele geben, weil bie SluflöfungSart ftcb ffetS gleidjbleibt. — 

g §. 176. Aufgabe. — Sßenn 

V — 1 auf jwei ®eraben AL, BL' jwei 

\ \ bomograpbifdj« Steilungen ge* 

XV^;. geben finb, »on jwei gegebe* 
nen fünften P ,P jwei ©erabe 
^ ^ ju jieben, welche nach JWei ho * 

4' 1 mologen IßunTten a, a' ber bei* 

ben ST^eUurtgen geben, unb ei* 
nen gegebenen SBinfel mit einanber bilben. — 

Stuft. 3)en fßunft a auf ber erften ©eraben AL nehme man 
beliebig an, unb beftimme auf ber jweiten ©erabe BL' ben fjomo* 
logen ^unft a ' ber jweiten Steilung, gie^e bann bie ©erabe Pa' 
unb butdj ben Ißunft P eine ©erabe, bie mit P a‘ einen bem gege* 
benen gleichen SBinfel macht; fo fchneibet biefelbe AL in einem 
fünfte <*', unb bie fünfte a,a‘ bilben jwei bomograbb»f<h e Stei* 
lungen. £>enn bie beiten Strahlen Pa‘,Pa‘, welche einen SBinfel 
»oit eonfianter ©röfie mit einanber machen, bilben jwei homogra* 
t>bifd?e ©üfchel (§. 94), unb mithin bilben ihre 3)ur,<hfchnitt6j)unfte 
a‘,a‘ mit ben beiben ©eraben BL', AL jwei bomograpbif<he Sbei* 
lungen. Slber a', a bilben nach ber SJorauSfebung auch JWei bomo* 
grapbif<h e Teilungen, unb folglich bilben a , «' jwei bomogra}>bif<he 
Steilungen (§. 65*). 3eber ber beiben 2Dobbelpunfte biefer 
Steilungen gibt offenbar eine Slufföfung ber Aufgabe. — 

3)a man burcff ben fßunft P jwei ©erabe jieben fann, welche * 
mit Pa' ben gegebenen SBinfel bilben, ausgenommen, wenn biefer 
SBinfel ein rechter ifi; fo hat bie Sfufgabe im Slllgemeincn »ier 
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Sluflöfungen ; aber nur jwei, wenn ber gegebene Sßinfel ein rech* 
ter ifi. — 

§. 177. 3)rei fofc^e fßunftepaare Wie a, a‘ fmb jur SBefiimmung 
ber beiben gefugten fDoppelhunfte hinreidjenb. — SBenn man aber 
auf ber ©erabenAi ben $unft a beliebig annimmt, unb benfßunft 
a' nach ber SBorauöfe&uttg befiimmt, fo wie ben ©traljl Pa' gie^t, 
welcher mit P'a' ben gegebenen SBinfel bilbet; fo macht man gleich* 
fam eine 33erfucfy$conjlruction, welche richtig Wäre, wenn ber 
©traljl Pa.' mit Pa ju fam menfiele; aber im allgemeinen einen 
burd) baö Segment aa‘ auögebrücften gehler gibt, welcher = 0 
fein müfite, unb mittelft brei folcfycr burdj brei Skrfuchöconfiructio* 
nen erhaltenen gehler wirb bie Aufgabe gelöft. — <5« finbet alfo, 
wie fchon gefagt, äwifdjen biefer allgemeinen SJietfjobe unb ber 
arithmetifdjen Siegel falfi eine gewiffe 2le£)nlic^fcit fiatt. — 3Kan 
fann bie Slufgabe nod? verallgemeinern, wenn feftgefefct wirb: bafi 
bie burd) bie beiben gegebenen fünfte gejogenen beiben ®eraben 
jwei homologe Strahlen jweier gegebener homograpljlfdjer Süfchel 
fein feilen, fiatt einen gegebenen SBinfel ju bilben. — Slber auch 
ohne biefe (Erweiterung gefiattet bie Slufgabe viele Slnweitbungen, 
theilö weil bie fwnwgrahhtfdjen Sheilungen auf ben ©eraben AL, 

BL' auf Verfdjiebene Slrten gemacht werben fernien, tmb tfjeite We* 
gen ber barin erhaltenen befonbern gälle; allein wir wollen von 
tiefen vielen Aufgaben nur brei, nämlich bie vom S3erljältnijj* 
fdjnitt, vom Slaumfdjnitt unb vom befiimmten ©djnitt hier 
näher betrachten. 5)ie beiben erfien erfcheinen ganj einfach al« 
befonbere gälle ber allgemeinen Slufgabe, wenn man bie bei* 
ben fünfte PfP 1 in einen jufammen fallen läfjt, unb ben gegebenen 
SBinfel = 0 fefct. gür , bie britte Slufgabe muff man aufietbem 
nod)* annehmen, bah bie beiben homographif^^ Stellungen auf 
berfelben ©eraben gemacht ftnb. — 2>a aber bie Slupfuitg genau , 
bie jweite ber vorhin bei bet bireften .SJefjanblung biefer Slufgabe 
gegebenen ifi, fo brauchen wir nicht wiebet barauf jurüefpfommen. 

§. 178. Slufgabe vom 93erhältni#fc^nitt. — 2Benn jwei 
©erabe AL, BL' gegeben finb, bttreh einen fßunlt & eine 
Jtanbverfale ju jieben, welche auf tiefen beiben ©e* 
raben jwei von ben feflen fünften A, B auö gewählte 
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Segmente Aa, Ba' beftimmt, bie 
in einem gegebenen äkr^&Itnifc 
fte ^en. — 

fflufl. Sir wollen un® auf ben 
beiben ©eraben AL, BL' jwei »erän< 
b crli^e fünfte a, a' benfen , welche 
burcö bie Relation: 

x. 

Ba' 


mit einanber »erbunben fmb; fo biibeit biefelben jwei fwmogtapf)ifcJ)e 
3C§eilu»Qen , uttb bie Siufgabe ift: burcb ben ißunft g eine 
£tan®»erfale ju jiclfen, weld)e bie beiben ©eraben in 
jmei Ijomologen fünften biefet beiben Steilungen trifft, 
wa® ein befonberer fjall bcr allgemeinen Slufgabe ift» — 

Senn atfo ber fßunft a auf ber ©eraben AL Willfürlid) 


angenommen, fo »nie bet fßunft d‘ na<$ ber «Relation = X 

Ba 

beftimmt wirb, unb man jiefjt ben Strahl ga‘, meiner bie ©erabe 
AL in einem fünfte u‘ trifft; fo bilben «' unb a jipei fiomogta* 
Steifungen, bereu Sbovpelpunfte bie beiben Slufföfungen 
ber Aufgabe liefern. — 

Senn man jidj ber beiben fünfte J,J‘ bebient, weldje in ben 
beiben Dfk»lun 0 en ben uitenblid) entfernten fünften entfpredöen; 
fo werben bie beiben Doppelpunfte auf folgenbe Seife confiruirt: 
Hm ben ‘Punft J (bie Sage »on a, wenn a! in unen blichet ©nt* 

fernuitg liegt) ju beftimmen, jielfe 
man burdj ben f}3unft g eine s 4 $a* 
rallele ju AL, weldje BL ' in J, 

jA.J ® 

trifft, unb neljme -j-r- = X. Der 
JJ ü l 

$unft J‘ (bie Sage »on a ' f wenn 
a in unenb lieber ©ntfernung liegt) 
wirb unmittelbar burcJj bie ju BL' 
parallele ©erabe gJ* beftimmt. ©6 
fei O bie ©litte be® Segmente® 
JJ', fo ntufi man biefen «ßunft al® eine Sage bc® fßunfte® a be* 
trauten unb bie entfprecöenbe Sage »on <*' fu^en, 3« bem 3wetfe 
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' . . AO 

beftimmt man auf BL' ben fßunft Q burch bie {Relation ~ßQ = * 

unb jicbt bie ©erabe gQ, welche AL in 0' trifft, Snblich nehme 
man ju beiben «Seiten beß fünftes 0 bie fünfte e, f nach bet 
{Relation : 


Oe = — Of = V 0 0‘ . 0J‘, 


fo genügen bie beiben ©eraben ge . gf bet Slufgabe; b. I) ffe treffen 
bie ©erabe BL' in jwei fünften e',f »on folget 93efdjaffenf)eit, 
baff man hat: 


Ae 

Be' 


= X unb 



A fl 

Sei Slnwenbung bet {Relation — = X muff man ben auf 

ben beiben ©eraben »on ben beiben feflen {fünften A, B auß ge« 
nommenen Segmenten bie gehörigen 3 r’ > cf? cn geben, weil fonfi 
bem fünfte a jwei, ju beiben Seiten beß Slnfangßhunfteß B lie* 
genbe fünfte a‘ entfprec^en würben, fo bafj, wenn brr Sinn ber 
pofftiöen Segmente nicht angegeben ifft, bie Slufgabe ftatt jwei 
Sluflöfungen beten oier geftattet. — Üie alten ©eometer erfc^ten 
bie Slnwenbung ber 3eid?en baburch, baß ffe bestimmten, auf welcher 
Seite bie gefuchten fünfte liegen [ollen.— 


§. 179. Slufgabe Pom fRaumfdjnitt. — Sßenn jwei ©e* 

rabe AL, BL' mit jwei 
feffen Ifunftn A,B gege* 



nen SBerth u # h nt - 

Sluff. Süenn man auf ben 
nimmt, welche ber ©leichung: 


ben finb, burch einen 
fßunft p eine Sranßpet« 
fale ju jie^en, bie auf 
ben beiben gegebenen 
©eraben jwei Segmente 
Aa, Ba‘ beffimmt, beten 
ffhobuft einen gegebe« 

beiben ©eraben jwei fünfte a, a‘ 


Aa . B a' = v 
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genügen, fo bilben biefelben jloei tomograptifcte Steilungen (§.79), 
unb e$ fommt batauf an, burdt ben 5]3unft g eine ©erabe ju gieren, 
bie burdj j»ei homologe fünfte ber beiben Steilungen gebt. — 
Die ©erabe g a' trifft AL in a', unb bie beiben fünfte a, «' bil* 
bcn jtoei bomograpbifdpe Steilungen, beren Doppelpunfte jrnei 
SJuflüfungen ber Slufgabe geben. — 

Die ©erabe gB beftimmt auf AL ben 5J3unft J‘, unb um ben 
fßunft J ju beftimmen, 3 iett man bie ©erabe gj { parallel ju AL, 
melcte auf BL 1 ben Ißunft J, beftimmt, unb ben^unft J beftimmt 
man burd) bie Relation AJ.BJ t =v. hierauf nimmt man bie 
aJiitte O be6 ©egmented JJ‘, unb auf BL' ben burd) AO.BQ—v 
befiimmten IJJunft Q; fo beftimmt bie ©erabe gQ auf AL bcn 
^tunft 0'. ©nblid) nimmt man ju beiben ©eiten beö fflunfteö O: 

Oe = Of = V 00‘. OJ', 

fo (öfrtt bie beiben ©eraben p e, gf bie Slufgabe. — 

Sßenit ber ©inn ber pofitioen ©egmente nictt »orgefd;rieben 
ift, fo geflattet bie Slufgabe toieber »ier Sluflöfungen. — 


§. 180. Slufgabe. — SBenn 
auf jmei ©eraben L,L‘ jwei 
tomograptifcte Steilungen ge* 
geben finb, jmei tomologe 
Segmente ju beftimmen, toeldje 
»on j»ei gegebenen fünften 
P, P“ au 6 unter gegebenen SB in* 
lein erfcteinen. — 

Slufl. ©6 feien a, a'; b,b‘ jmei 
t>' Ißaare tomologer fünfte ber beiben 

Steilungen, fo muffen biefe »ier fünfte fo, benimmt »erben, baß 
bie beiben ©egmente ab, a‘ b‘ »on beit beiben fünften P, P 1 au$ 
unter ben SBinfeln erfcteinen. — Stimmt man ben fjhoift a 
auf bet ©eraben L beliebig an, maett ben SBinfel aPb = ip, 2Bin* 
fei a'P'b' — iii 1 , unb läßt ben fßunft a auf ber ©eraben L fortrü* 
efen ; fo bilben bie beiben fünfte b',S' jiuei hontographifebe Stei* 
lungen, beren Doppelpunfte offenbar jtvei Sluflöfungen ber Sluf* 
gäbe geben. — 

Da ber SOinfel a'P , b‘ = \ \>‘ fottiotl auf ber linfen, tvie auf 
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btt testen ©eite »on PV genommen werben fann, fo gibt e« of* 
fenbar jmei »erfdjiebene ©interne »on §luflöfungen, alfo im©anjen 
»ier SlufJöfwngen, welche fidf auf jmei rebuciren, wenn ber SBtn* 
fei %>' ein rechter ift. — Stod) Fann man benSBinfel aPb = il> fo* 
wohl jur Sinfrn, alö jur Rechten »on Pa nehmen; allein bie 
»ier Sluflpfungcn ftnb in btefem jweiten galle biefelben, wie im 
erften. 2>enn »ertaufc^t man bie SBucJjfiaben ber ©ctyenfel febeÄ bet 
beiben SBinfel aPb,a'P'b' in jebrr ber vier erften äuflöfungen, 
b. fj. fefct man ben SSudjfiaben a an ben ©dpenfel Pb unb ben 
Sudhftaben b an ben ©djenfel Pa, etc.; fo erhält man bie »ier 
neuen Süuflöfungen, Welche mitbin biefelben ftnb, alö bie »ier erften. 

SBenn bie Segmente ab, a' b' gegebene Sängen fabelt follen, 
o ergibt ftch bie Sluflöfung ber Slufgabe au$ benfelben 93etrach* 
ungen. — 

§. 181. Aufgabe.— SBenn 
auf jWei ©eraben AL, A' L' 
jwei ho-mographifche JEljcU 
lungen, unb auf jwei anbern 
©eraben jwei an* 

bcrehomographifcheJheilun* 
gen gegeben finb, burd) ei* 
nen gegebenen fjtunft P jwei 
3)ranö»erfalen ju jiefjen, 
Welche bie beiben erften @e* 
raben in jwei moloßen 
^^eilun^dpunften fdbneiben, unb eben fo bie beiben lebten 
©eraben in jwei homologen Sheilungdpunften treffen. 

Slufl. (§6 feien a,a‘ jwei homologe fünfte bet beiben Xtyu 
lungen auf ben beiben ©eraben AL,A'L‘. Slfait jiehe bie ©erabe 
Pa, welche bie ©erabe BM in b trifft, unb b‘ fei ber homologe 
*ßunft auf B‘M'; fo fchneibet bie ©erabe Pb 1 bie ©erabe A'L ' in 
einem fünfte a', unb bie beiben fünfte a‘,a' bilben offenbar jwei 
bomographifdje Sfheilungen, beten iToppelpunfte bie Slufgabe (Öfen. — 
SBenn bie beiben ©eraben AL, A'L', fowie bie beiben ©eraben 
BM, B'M‘ jufammenfallenj fo h l1t mon jwei homographifh« 
, 2h<ilungen auf berfelben ©eraben AL unb jwei anbere \)omO' 
gtaphifche a^hteilurtflen auf ber ©eraben ßilf. — 
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Sßenn bie beiben ©eraben AL,BM »fit« in fine aufarn« 
menfallen, fo tat man a*»ei ©hfleme jwcifr bomograthifter 
Steilungen auf berfelben ©eraben, unb bie Slufgabe ifl alöbann: 
3 »ei fünfte a« beftimmen, welche in ben beiben erfien 
Steilungen unb in ben beiben lebten gu 3 leie^ homologe 
finb. — 

S>iefe Aufgaben laffcn fit auf fett »erfchiebene arten an»en> 
ben, »o»on wir nur ein ©eifpiel b»t anfübren »ollen: 

§. 182. Slufgabe. — Sßenn g iv c i ©erabe AL, BM ge* 
geben finb, burd) einen ißunft P g tt> e i Srand»erfalen au 
aielfen, »eiche auf ben beiben ©etaben a»ei ©egmente 
»on gegebenen Sängen X,ft a»ift en fit faffen. — 

?luflöfung. Sßenn man auf ber erfien ©eraben ein ©eg« 
ment aa‘ = ). nimmt, unb baffelbe barauf fortrücfen lä^t, um ihm 
»erftiebene Sagen au geben; fo bitben bie beiben fünfte a,a‘ a»ei 
tomograbbifte Steilungen, ©benfo beftimmt ein ©egment bb' = p 
auf ber gn>eiten ©eraben gw>ei tomograptilt* Steilungen, fo bat 
bie Aufgabe auf bie allgemeine tinauöläuft. — 

©tatt ber S3ebingung: baß bie beiben ©egmente aa',bb' gege* 
bene Sängen haben, fann man forbetn: bat f i e »on gw e i fe« 
fien fünften auö unter gegebenen SBinfeln erfteinen. — 

§. 183. Slufgabe. — Sßenn ' 
a»ei ©erabe L,L' gegeben finb, 
a»ifcten fie eine ©erabe aa‘ au 
legen, » el t^c »on irvei gegebe* 
nen fünften P, F auÄ unter 
gegebenen SBinfeln Q,Q' er- 
ft«int. — 

Sluflbfung. Sßenn man auf bet 
erflen ©eraben L irgenb einen Ißunft 
a annimmt, unb an ben Strahlen Pa 
F< t bie beiben Sßinfel aFa' aPa“ 
bilbet, »eiche tefp. ben gegebenen SBinfeln Qty gleich ftnb; fo 
treffen bie a»eiten ©chenfel biefer Sßinfel bie ©erabe V in a»ei 
fünften a‘,a", »eiche, »enn ber fßunft a auf L fortrücft, a»ei 
tomograptifte Steilungen bilben, beren SJoppetpunfte auflö* 
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fungen bet Aufgabe ftnb. — 2Benn nicht angegeben iß, in wel* 
c^em Sinn bie SBinfel Q,Q‘ an ben Strahlen Pa, Pa' gebilbet 
werben follen; fo gefiattet bie Siufgabe acijt Sluflöfungen. — 

Sefonbete g&lle. — l) 2 Benn einet bet gegebenen SBinfel = 0 
gefegt wirb, fo ift bie Slufgabe: ^roif^Kn jwei gegebene ®e« 
tabe eine butcb einen gegebenen ffJunbt ge^enbe ©erabe 
$u legen, welche »on einem anbern fünfte auö unter 
einem gegebenen SBinfel etfd?eint.- — 

2) Statt ber gorberung: baß bie ©erabe aa' »om fßunfte P 
auö. unter bem SBinfel Q erfdjeint, !ann man »erlangen: baf ißre 
fßrojeftion auf eine 3lre eine gegebene ©röße habe. — 
Unb ebenfo für ben SBinfel Q‘. 

Senn bie beiben ©eraben jufammenfallen, fo löpt man 
folgenbe Aufgaben: 

3) Sluf einen ©eraben ein Segment ju beftimmen, 
weldjeö »on jWei gegebenen fünften auö unter gegeben 
nen SBinfeln erfdjeint. 

4) 3luf einer ©eraben ein Segment »on gegebener 
Üänge jubeftimmen, welcbeöoon einem gegebenenfßunfte 
auö unter einem gegebenen SBinfel erfeijeint. 

§. 184. Aufgabe. — Senn ein 33 i e l o cf »on n Seiten 

AB CD E unb « belie* 
bige fünfte P,Q,R,S,T, 
gegeben finb, in baf« 
felbe ein anbereö 33 i e I* 
e cf » on n Seiten 3 U be« 
febreiben, beffen Seiten 
burefj biefe n fünfte 
geßen. — 

Sluflöfung. Sluf ber 
Seite AE nehme man ei« 
nen beliebigen fßunft a an, gief)c bie ©trabe aP, welche bie 
Seite AB in b trifft, bann 1>Q, Welche bie Seite BC in c trifft, 
u. f. f.; fo erbftlt man ein s 4 $robe»iele cf abc...., beffen lefcte 
Seite Te bie Seite AE in einem »on a »erfdjiebenen fünfte a' 
trifft. SDiefe beiben fünfte a,a' bilben offenbar jwei 
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fdje J^eilungen, beten Doppelpunfte bie ©pißen ber beiben frag* 
lidjen fugten Bieletfe ftnb. — 

§. 185. Aufgabe. — 
SBenn btei fünfte q,P,Q, 
unb jtt> ei ©etabe L, L' 
g egeben finb, ein Drei* 
etf ABC ju conftruiren, 
beffen Seiten burdj biefe 
bt ei fünfte geben, wo* 
»on jwei SBinfelfpißen 
A,B refp. auf ben ®eta* 
ben L,L‘ liegen unb bef* 
fen SBinf el C einem gegebenen Sßinfel gleich ifi — 

Sluflöfung. Durdj ben $unft g siebe man eine ©erabe, 
welche bie beiben ©eraben L,L‘ in a,b treffen mag, hierauf jie^e 
man Pb unb Qa‘, welche mit Pb ben gegebenen SBinfel inadjt; 
fo bilben bie beiben fünfte a,a' jwei bomograpbifdje Dbeilungen, 
beten Doppelpunfte Sluflöfungen ber Slufgabe ftnb. — 
gbenfo wirb folgenbe Slufgabe gelöf’t: 

SBeitn n beliebige fünfte unb n — 1 beliebige ®e* 
rabe gegeben finb, ein Biefed »on n ©eiten ju conftrui* 
ten, weldjeö fo befdjaffen ifi, baß biefe ©eiten burdj bie 
n fünfte geben, baß bie ©tfen, außer einer, auf ben 
n — 1 ©eraben liegen, unb baß ber SB infei an bet lebten 
ßefe eine gegebene ©rö.ße ßobe. 

Slnmerfung. 23ei ben obigen Slufgaben b^^en wir ftet« bo* 
mograpbifd?e Sbeiluttgen angewanbt; aber man fönnte ebenfo* 
wobl bomograpbifdjeSSüfcbel nehmen, unb bie Sluflöfung würbe 
alöbann »on ber öefiimmung bet Dop pelfira bien jweier Süffel 
»on bemfelben SJlittelpunfte abbängen. — 

Vebrfäßc über fünfte, welche in geraber Sinie liegen unb über 
gerabc Stirnen, welche burch benfclben Vunft gehen. 

§. 186. Der ©aß in §. 69 über jwei ^omograp^ifc^e 334* 
fcbel mit jwei jufammenfallenben ©trabten, unb ber ©aß in §. 67 
über jwei bomograpbifdje Dbe*l«ngen auf jwei ©eraben, beten 
DurdjfdjnittSpunft bie Bereinigung jweier homologer fßunfte 
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ifi, fiteren auf »erfcbiebene interejfante Säfte, »o»on meutere j»ar 
befannt unb feftr alt jtnb; aber boch ftier erörtert »erben foKen, 
»eil fte ftch feftr einfach unb natürlich au3 ben allgemeinen 2fteo< 
tien. in ber etfien Slbtfjeilung ergeben. — 

§. 187. Sennein 
Sinfel ,4S.A', fo»ie 
ä»ei fünfte 0,0' 
gegeben finb, bie mit 
feiner ©pifte S in 
geraberSinie liegen, 
unb man läßt um 
einen fßunft q eine 
$ra n 3» erfale fid) 
bteften, »eiche bie 
©djenf el biefe3 Sin« 
fel3 in ben fßunf» 
ten a,a' fdjneibet; 
fo ifi ber Ort be3 
35u rchfdjnittSpunf* 
te3 m ber beiben ©eraben öa,0'a‘ eine gerabe Sinie. — 
IDenn bie fünfte a'a' bilben auf ben beiben ©eraben SA, SA' 
j»ei bomograpbifdK iE^eilungcn (§. 66), folglich bie ©trabten Oa, 
O'a' s»ei bomograftbifche Süffel. Slber ber IJlunft S ifi bie Skr* 
einigung j»eier homologer JSbeilunö^wnfte; folglich b«ben bie bei* 
ben Süfdjel j»ei, nach bet ©eraben 0 0* jufammenfallenbe bomo* 
löge ©trabten, unb mithin fchneiben ftch ib« ^omoloßen ©trablen 
paatweife auf betfelben ©eraben (§. 69). 

®iefe ©erabe gebt burch ben $urcbl'cbnitt3punft n »on SA unb 
q0‘, fo»ie burch ben 2)urchfcbnittöpuuft p »on SA' unb qO. ©3 
ifi alfopOaSa'O' ein j»ifchen bie beiben ©eraben paa'unbOSO' 
befdjriebened ©ed>3ecf , beffen gegenüberliegenbe ©eiten ftch in ben 
fßuttfien m,n,p fchneiben, »eiche nach bem »orbergebenben ©afte 
in geraber Sinie liegen, fo baß man bie §. 72 bereits bircft be»ie* 
fene ©igenfchaft beö @ech3ecfe3 hier »ieberfinbet. — 

§. 188. Senn fich eine $ran3»erfale um einen fefien 
fPunft q brebet, unb j»ei fefieöerabe ^,A'in j»ei«j]unfteu 
a, a' fchneibet,unb man gie^t burcft j»ei mit? in geraberSi* 
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nie liegenbe fünfte PP, 
Strahlen nad) a,a '; f o tft 
bet Drt i^re6 25urch* 
fch nittöpu nfte« m eine 
burd) ben ©>urchfchnitt«* 
punft S bet beiben fefüen 
©eraben A, A' gefjenbe 
©erabe. 

®enn bie beiben fünfte 
a,a‘ bertimmen auf ben beiben 
fefle.n ©eraben jn>ei bomograpbifche Steilungen (8- 66); mithin bilben 
bie beiben ©tragen Pa, Pa' jtt>ei bomograpbifche ©üfd^el, »eld)e 
j»ei nad) bet ©eraben PP jufammenfaDenbe Strahlen hoben. 3)et 
Drt ihre« CDurcbt<b«ittdjninftcö m ift folglich eine burcb ben 33ur<h» 
fd)nitt«punft S bet beiben ©eraben A,A‘ gebcnbe ©erabe, »eil 
j»ci homologe ©trabten burcb. biefen 5))unft geben (§. 69). 

3Me beiben ©trablen Pa, Pa' treffen bie beiben ®e» 
raben A‘,A tefp. noch in }»ei anbetn fünften a,.a‘, unb 
bie ©erabe ua' brebet ficb um einen auf ber ©eraben 
qPP liegenben ‘$unft R. — 2)enn biefe beiben fünfte bilben 
j»ei bomograpbifche Übo^u^Qon > worin ber Ißnnft S j»ei jufam» 
menfallenbe homologe fßunfte barftellt (§. 66); folglich geben bie 
©eraben au' burcb benfelben 5))unft (§. 67), »eichet auf ber ®e* 
raben p PP liegt, »eil biefe felbfi eine ber Sagen oon aa' ijt. — 
2)ie fich um bie brei fefieit fünfte q,P,P brebenben ©eraben 
bilben ein 2>reiecf ama‘, beffen ©den a,a' auf ben feften ©eraben 
A,A‘ fortrüden, »fibtenb bie britte ©de ebenfall« eine ©erabe be» 
fchreibt — unb in biefem Sinne läßt ft<b ber ©ab folgenbermafjen 
auf ein beliebige« SSielecf erfltreefen : 

Sßentt ein SBieted oon n ©eiten gegeben ifl, »eiche 
fich um eben fo t> iefc , in geraber Sinie tiegenbe fefie 
$ole breben, unb n — 1 ©den auf fejien ©eraben fort» 
gleiten; fo betreibt auch bie lebte ©de eine ©erabe, 
unb ber 3)ur<hfchnitt«punf t irgenb jweier, nicht jufam» 
menflofjenber ©eiten ebenfall«. 
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@S feien a, 
a» bie 
n ©bifcen bcö 
Ulieletfeö, beffen 
n ©eiten a« a, 
aa',... fid) um n 
in gerabct Sinie 
liegenbe fefie Ißole 
P^P",..* bre# 
ben, ma^renb bie 
n — 1 erflen ©pi# ' 
fcen auf n — 1 
©eraben A,A',... 
fortgleiten ; fo betreibt bie lefcte ©vi&e a„ eine ©erabe, unb bet 
CDurcbfönittSbunft irgenb jtoeicr, nicht an einanberliegenbet ©eiten, 
etwa aa' unb a“a"‘, ebenfalls. 

, 35enn jroei aneinanberliegenbe ©eiten, etroa aa‘,a'a", welche 
ficb um jmei fefte fünfte P“, P" bre^en, bilben }»ei liomograpbifö« 
SBüfcbef, »eil % fDurdjfdjnittajHinfl auf ber ©eraben A‘ fortgleitet, 
unb in biefen beiben Süffeln ift bie ©erabe P'P" ein gemeinfcbaft* 
licket ©traljf C§-68). Gsbenfo bilbet bie folgenbe ©eite a" a'" um 
ben fßunft P'" ein Süffel, »cldjeS ju bem um ben $unft P", unb 
mithin ju bem um ben fßunft P' t)omograf>l)if$ ifi; u. f. f., fo ba§ 
jmei beliebige ©eiten, inbem fte ficb um i»ei fefte fjjole breben, 
jnm bon»öeat)t)if'1?e 93üfd>el bilben, »ortn bie ©erabe PP'P"... 
ein gemeinfdjaftl icber ©trabl ifl- SuvcbfcbrnttSininft bie 
bet beiben ©eiten betreibt alfo eine ©erabe; ». b. W. f. 



§. 189. SBenn ein Söinfel» 
ASA' gegeben ifl, unb man läfit 
um jwei mit feinem ©c^citel S 
in geta ber 8 inie Iiegenbe fßunfte 
0,0' jroei ©trabten fidj b r e£>cn, 
b eren SurdjfdjnittStninft m auf 
einer fefien ©eraben L fort# 
rflrft; fo gebt bie ©erabe, »eiche 
bie beiben 3)ur(bfd)nittSbunfte a,a‘ biefer ©trauten mit 
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ben @<tenfeln beö 2Binfel6 »erbinbet, fietd burd) benfel* 
ben fefien Ißunft. — 

Senn bie beiben ©eraben 0m,0'm büben jwei ^omogra^U 
fdje SBüfdjel, wooon gwei homologe ©tragen nach 00' jufammen* 
fallen (§; 68), mithin beftimmen bie beiben fünfte a,a' auf ben 
beiben ©craben SA, SA' jwei ^omograf)^ifc^e Steilungen, wooon 
jwei homologe fünfte in S jufantmenfallen, unb folglidj geten bie 
©eraben aa' fietö butd) benfelben Ißunft (§. 67). 

Siefer @afc b^tte fidj aud) au6 bem in §. 187, wooon er bie 
Umfe^rung ifi, ableiten taffen. — 

§. 190. Söertn bie brei ©pifcen eine« Sreiedeö auf 
br et fefien, burdj benfelben fßunft ge^enben ©eraben 
fortgleiten, tnäffrenb fid) jwei feiner ©eiten um jwei fefie 
fünfte breten; fo tretet fit bie britte ©eite um einen 
brüten fefien fßunfe, weidet mit. ben beiben erfienin 
geraber 8 i n i e liegt. — 

©6 fei aa'a" baö Sreied, 

. beffen brei ©pifcen auf ben brei 
©eraben SA, SA', SA" fortglei* 
ten, n'äfjrenb ftd) bie beiben ©ei* 
ten aa‘,aa" um bie beiben fe* 
ften fünfte P,P treten; fo wirb 
behauptet: baß bie britte ©eite 
a' a" ftet« burd; benfelben, auf 
b er ©eraben PP liegenben Ißunft 
q ge^t. — Senn bie beiben ©e* 
taben Pa,P‘a bilben gtvei tomograptifdje Btifdjel, Weil fie ftd) 
auf ber ©eraben SA fdjneiben. Sie beiben fünfte a',a", welche 
fie auf ben beiben ©eraben SA 1 , SA“ beftimmen, bilben folglich 
jtt>ei ^omograp^ifte Steilungen, unb ber Bunft S ifi offenbar bie 
Bereinigung jroeiet tomologcr fünfte tiefer Steilungen. Sie ©e* 
rabe a'a“ gett mittin burd) einen fefien fßunft (§. 67), Weldjer 
auf ber ©eraben PP ' liegt, weil biefe ©erabe eine ber Sagen »on 
o'o" ift. — 

Siefer ©aß fann alö ber umgefetvte »on bem ©a&e in §. 188 
betrachtet, unb auf ein Bieletf »on einer beliebigen Slnjatl »on 
©eiten auögebetnt werben, fo bafj man fotgenben ©afj t at; 
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933 e n n ein SBielecf »on n ©eiten feine gorm änbert, 
inbem bie n ©<fen beffelben auf « b u r<^> benfelben fßunft 
geffenben Oeraben fortgleiten, wd^tenb fit n — 1 fei* 
ner ©eiten uni n — 1 beliebige fefle fßunfte bre^en; fo 
btebet fiel) bie nte ©eite beö 93ie leefed, fo tt> i e jebe fei* 
net diagonalen aut um einen fefien fßunft. — 


jeher bet diagonalen a'a'",... bet gall ifi. — 

denn jwei aufeinanberfolgcnbe (Scfen a',a" bilben auf ben 
beiben ©eraben SA', SA" jWei boniograpbifte Steilungen, Wooon 
S ein gemeinftaftliter $unft ifi, Weil fit bie ©eite a'a" um ei* 
nen fßunft P ' brebet (§. 66). ©benfo beftinimt bie folgenbe ©ife 
a'" auf bet ©eraben SA'" eine Steilung, ^ e lte mit bet auf A" 
bomograpbift iff, alfo aut mit bet auf A, u. f. f. 3n>ei belie* 
bige ©pifjen beö SSielerfeö bilben mithin auf ben beiben ©etaben, 
weite fie buvtluufen jwei Ijomograpljifte 3lf>eilungcn, füt weit« 
bet durtftnittöpunft S ein gemeinftaftlitet ißunft ifi, unb folg* 
lit brebet fit bie ©etabe, weite biefe beiben ©pifcen oerbinbet, 
um einen feften f]3unft, woburt bet ©a& bewiefen ifi. — 


§. 191. 3ebe Siranöoetfale in bet ©bene eine« 93ier> 
erfed trifft bie »ier©eiten unb bie beiben diagonalen bef* 
felben in f e t ® fünften, Welte eine 3n»olution bilben.— 
©3 fei AB CD bad 33ierecf unb L eine Jranöoetfale, weite 



©<5 fei a a'a" a"'...bafl 
Sielet, beffen ©pifjen a,a', 
a",... auf ben@erabeiti4,A', 


u , uu| , 

A",..., weite alle butt ben* 
felben fßunft S gef>en, fort* 
gleiten, wäbrenbn— 1 ©ei* 


^ ten aa‘, a'a", a" a"',.. bef* 
k felben fit um willfürlite 
fünfte P,P',P",... breben; 
fo wirb behauptet: baß bie 
lefcte ©eite aa H ftetd butt 
einen unb b e n f e l b e n ijfunft 
gebt, unb baß baffelbe mit 


©igenftaften beö »iereefe«. 


Steuere ®eometrie. 
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bie ©egenfeiten AB, CD in a.a', bie ©egenfeiten AD, BC 

in b, b' unb bie diagonalen 
AC,BD in c,c‘ trifft; fowirb 
behauptet : bafi bie brei ißaate 
conjugirtet fünfte a,a‘; b,b‘; 
c,c‘ eine 3n»olution bil* 
ben. — 



denn bie »on bem fünfte A auSgeljenben »ier ©eraben AB, 
AC, AD, A c' treffen bie diagonale BD in benfelben fünften, als 
bie »on bem fünfte C auögepenben t>ier ©eraben CB, CA, CD, 
Cc‘; folglich ift ba$ anfjarmonifche SBer^ättni# ber »ier erfien @e* 
raben bem ber »ier lebten gleich, unb mithin ifi auch baö anhar* 
monifdje SSerpltnift ber »ier fünfte a,c,b,c‘, worin bie »ier erfien 
©eraben bie üran«»erfale L fchneiben, bem ber »ier fünfte b‘,c, 
a',c‘, worin bie »ier lefcten ©eraben biefelbe treffen, gleich- die 
»ier lebten fünfte fönnen aber auch in ber Drbnung a',c',b',c ge? 
nommen werben ($. 26), fo bafj man bie brei $aate cottefponbiren» 
ber fünfte a,a b,b';c,c' hat, unb ba« anharmonifche ffierffaltnifs 
bet »ier fünfte a,b,c,c' bem ber »ier entfpredjenben fünfte a',b', 
c',c gleich ijt; woraus folgt: bafj bie brei Ißunftepaare a,a';b,b‘; 
c,c‘ eine 3n»olution bilben (§. 116). 


§. 192. Sonflruction beS fedjflen fünfte« einer 3n* 
»olution. — Ffadj bem »orhergelfenben @afce fann man ben fed)* 
Pen ißunft, welcher mit fünf gegebenen fünften eine 3n»otu* 
tion bilbet, mittelft bed durchfchnitteö »on bloften geraben Sinien 
finben. — denn eö feien b,b!;c,c‘ jwei Ißaate conjugirtet fßunfte 
unb a ber fünfte $unft, beffen conjugirtet a' gefunben werben foll. 
durch ben Ißunft a jielje man eine beliebige ©erabe, worauf man 
jwei witlfürlidje fünfte A,B annimmt; fo fchneiben bie ©eraben 
Ab, Ac bie ©eraben Bc‘,Bb‘ refp. in jwei ipunftenD, C, unb bie 
©erabe CD beflimmt ben fßunft a‘. — 

§ 193. 3n jebem 93ierecf tfjeilen bie beiben diago* 
nalen bie ©erabe, welche bie durchfchnittSpunfte jweier 
©egenfeiten »erbinbet, barmonifd). — 

diefer @afc folgt unmittelbar au« bem »orfjetgeljenbtn; benn 
man braucht ju ber dtan«»erfale L nur bie SerbinbungSlinie ber 
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durd&fdjnittöpunfte ber ©egenfeiten iu nehmen. 3*ber biefer Jbei* 
ben fünfte ifi ein doppelpunft bet 3noolution, unb fte teilen 
folglidj ba$ jttifdjen ben beiben diagonalen iiegenbe Segment tyar* 
monifdj. — Uebrigenö ift auc& ber Pemeiö beö allgemeinen ©afceö 
in §. 191 auf ben votliegenben befonberen galt antoenbbar. — 

2JJan fann aud) fagen: dafi eine diagonale butd) bie 
anbere unb burcf) bie Petbinbungdlin ie ber durdf fd)nittö* 
fünfte ber ©egenfeiten Ijarmonifd) geteilt wirb. — 



§. 194. ©onfituction beö vierten fünfte« einer Dar* 
monifdjen Proportion. — 

Padf bem sorf)ergel)enben Safte fann man mittelfi beö durdj* 
fdjnitte« von blojjen getaben Sin.ien ben vierten Punft einer ftar* 

monifdjcn Proportion bejiim* 
men. denn e$ feien E,F,h 
bie brei gegebenen Punfte unb 
g ber gefudjte Ijarmonifd) ton* 
jugirte Punft von h in Pejug 
auf E,F. Pfan jielje burd) 
bie Punfte E,F jwei beliebige 
©erabe EC, FC, butdj ben 
punft h eine dranöverfale, 

tt>efejje biefe beiben ©eraben in D,B trifft, bann bie beiben diago* 
nalen FD,EB, welche fi<^> in A fdpneiben, unb enblidj bie ©erabe 
CA, weldje ben Punft g beflimmt. — 



§. 195. die von bem* 
fe (ben Punfte nad) ben 
vier Spieen eines Pier* 
etfe« unb nadj bendurdj* 
fdjnittöpunffen feinet 
©egenfeiten gezogenen 
fedjö ©eraben bilben ein 
3nvolutionöbufdjel. — 
©ö fei AJ3 0Dba8 Pier* 
td, E, F bie durdjfdjnittö* 
punfte ber ©egenfeiten unb 
, 0 ber Punft, von Welkem 
lf aud bie fed}S@eraben OA, OB, 
12 * 
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etc. gejogen werben. die ©erabe OE trifft bie beiben ©egenfeiten 
AD, B Ctn jwei fünften e, e', fo baff man auf biefen ©eiten 
jwei ÜReiben »on »ier fünften A, D, e, F unb B,C,e',F bat, 
beten anbarmonifche ©erbältniffe gleich finb, weil bie brei ©e* 
raben AB,DC,ee' burch benfelben fjjunft.i? geben. SJfit^in 
baö anbarmonifche ©erbältnijj ber »ier ©eraben OA, OD, OE, OF 
bem ber »ier ©eraben OB, O C, OE, OF gleich- 9?un fann man 
aber ledere auch in ber golge OC, OB, OF, OE nehmen (§. 26), 
fo bafj man bie brei fßaare eonjugirter ©tragen OA, 0C‘, OD, OB’, 
OE, OF tjat, welche fo befdjaffen ftnb, bajj baö anbarmonifebe ©er* 
ältni# »on »ier biefer ©eraben bem ber »ier conjugirten ©eraben 
gleich ift. golglich bilben biefe fedjö ©eraben ober ©tragen ein 
Snoolutionöbüfdjel (§. 150). 

Dber: der ©afc Idjjt fidf auch bireft auö bem in §. 191 
berleiten, unb umgefebrt. — denn bie beiben ©eraben OA, OB 
bejlimmcn ein ©iereef OAFB, beffen beibe diagonalen OF,AB 
finb. die ©erabe DC fdjneibet bie »ier ©eiten unb bie beiben 
diagonalen biefeö ©ierecfeö in fechö ©unften, welche eine 3n»o* 
lution bilben (§. 191), unb folglich bilben bie burch biefe fünfte 
gebenben fechö ©trablen OA, OC; OB, OD’, OE, OF ein 3n»o* 
lutionöbüfchel. — 

©Senn ber ©unft O in unenb lieh er Entfernung angenommen 
wirb, fo wetben bie nach ben »ier ©pi&en beö ©ierecfeö unb nach 
ben durchfchnittöpunften feiner ©egenfeiten gejogenen ©eraben ha* 
tallel; aber fie treffen biefelbe ©erabe immer in fechö fünften* 
welche eine 3n»olution bilben. ©Jan b fl t alfo ben ©oft: 3He 
5J3rojeftionen ber »ier ©p i ^ e n unb ber beiben durch* 
fchnittöpunfte ber ©egenfeiten eineö ©ierecfeö auf eine 
©erabe bilben eine 3n»o(ution. — 

2Bcnn O einer ber durchfthnittöpunfte bet übet ben beiben 
diagonalen beö ©icretfeö alö durchmeffer betriebenen Greife ifl, 
fo ftnb bie »on O nach jebem ©aate »on ©egeneefen gejogenen ©e* 
raben auf einanber fenfrecht (§. 152), unb folglich geb* bet 
ber ©crbinbungölinie ber durchfehnittöbunfte ber ©egenfeiten alö 
durchmeffer befebriebene ifreiö auch burch bie durdbfchnittöpunlte 
ber beiben anbern ffreife. ©Jan bat alfo ben ©afc: 

die brei Greife, beren durchmeffer bie diagonalen 
unb bie ©erbinbungölinie bet durthtfchinittepunfte ber 
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©egenfeiten eines SBieretfeö finb, butdjfd) neibett fid) in 
benfelben beiben fünften. — fjolglidj Hegen bie üftit- 
telpunfte bet beiben diagonalen unb ber SSerbinbungö- 
linie bet durdjfdjnittöpu nfte bet ©egenfeiten eine« 
«Bietetfeö in getabet 8 in ie. — 

§. 196. 3n jebem 93 ier e cf bilben bie beiben diago- 
nalen unb bie »on iljtem durdbfdjnittöpunfte nad) ben 
durd)fd)nitt0punften bet ©egenfeiten gejogenen ©eta- 
ben ein Ijarmontfdjeö ©ttalflenbüf djel. — 

diefer ©ab folgt alö befon- 
betet galt auö bent in §. 195, 
unb läfjt ftd) ebenfo bireft be- 
weifen, derfelbeergiebtfidjaud) 
auö §. 193; benn ba bie beiben 
fünfte g, h baö Segment EF 
l)armonifdj tbeilen, fo ftnb bie 
beiben ©eraben ig, ih in Sejug 
auf iE , iF Ijarmonifdj con- 
jugirt. — 

§. 197. SBenn in bet ©bene eines 93 i er ecf e S ein be- 
liebiger *J3unft P angenommen wirb, fo finb bie po- 
laren biefeS fünfte« in Sejiebung auf bie brei 2Bin- 
fei, toooon ber eine »on jrnei ©egenfeiten beö SBier- 
ecf e S, bet anbere »on ben beiben anbetn ©egenfeiten 
unb bet britte »on ben beiben diagonalen gebilbet 
»itb, fo befd^affen, bafi fie burdj benfelben Q3 unf t P' 
gelten. — 

Unter bet fßolate eines fünftes P in 33ejug auf einen 2ßin- 
fei »etfhljen mit bie ©etabe, welche in 93ejiefjung auf bie beiben 
©djenfel biefeS 955infels bie £)armonifdj confugirte »on ber ©e- 

taben ift, bie ben ißunft P mit 
bem ©djeitel be$ SBinfelö »erbin- 
bet. (§. 52). 

fei AB CD baö 93irecf 
unb P ber ißunft, t»o ftd) bie 
polaren beS fünftes P in 33e- 
jug auf bie »on ben beiben paa- 
ren »on ©egenfeiten gebilbeten 


B 
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Sinfel AEB, AFD üteffen j fo »oitb beljauptetf bajj bie polare 
be« *Punfted P in Seaieljung auf beri oon ben beiben diagona* 
len gebilbeten Sinfel DGC butd) btnfelben fßunft P geljt. — 
denn bie ©erabe PP trifft bie oiet ©eiten unb bie beiben dia* 
gonaien be« IBietetfe« in fedj« 3nDolution«)>unften ($. 191). 9hm 
finb aber bie beiben fßunfte P, P batmonifdj confugirt in Sejug 
auf jtnei fßunfte bet beiben erfien ©egenfeiten unb audj in $ejie* 
&ung auf jWei fünfte bet beiben anbern, »eil P jugleic^ auf 
ben beiben erfien polaren liegt. golglid) flnb P,P bie dopf>el» 
fünfte bet Snwfation (§. 127), feilen alfo baß auf bet dran«* 
uetfale jroiföen ben beiben diagonalen liegenbe Segment l)armo* 
nifdj, unb mithin ifl P ein 5)3unft bet fßolare be« fßunfte« P in 
Sejieljung auf ben Don ben beiben diagonalen gebilbeten Sin* 
fei. - 

Senn bet fßunftP in unenblidjet (Entfernung liegt, fo gef)t 
feine fßolate in ©ejie^ung auf attm ©egenfeiten be« ©ierede« bur<$ 
bie Sitte be« jroifc^en ;biefen beiben ©eiten liegenben Segmente« 
einet beliebigen burd) ben fßunft P ge^enben ©eraben (§. 52). 
#ierau« ergibt ftdj bet @a{>: 

Senn man in bet ©bene eine« Sie rede« jieljt: 1) eine 
beliebige dran«Detfa le, 2) eine ©erabe »on bem durdp 
fcfcnittöpunfte atoeiet ©egenfeiten nadj ber Sitte be« 
aroifdjen iljnen liegenben Segmente« bet dranöoerfale, 
3) eine ©erabe Don bem durdjfd) nitt«f)unfte bet beiben 
anbetn ©egenfeiten nadj bet Sitte be« |»ifd)en biefen 
liegenben ©egmente« bet dtan«»erfale unb 4) eine ®e* 
tabe t>on bem durdjfdinitt«f>unfte ber beiben diagona* 
len nad) bet Sitte be« 3 »> if (^ett i&nen liegenben ©eg» 
mente« ber dranöD etfale; fo gefyen biefe btei ©eraben 
burdj benfelben fßunft. -- 

1 198. Senn ein SSiered gegeben ift, unb man aieljt 
eine dran«oerfale, tteldje bie beiben diagonalen unb 
Bie ffierbinbungölinie bet durdjfdjttittöpunfte bet @e* 
genfeiten burdjfdjneibet, unb man nimmt auf biefen btei 
lebten ©etaben bie btei fünfte, meiere fie re ffj. mit ber 
dtanöDerfale barmonifdj teilen; fo liegen biefe btei 
fünfte in getaber 8inie. — 
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6$ feien g,h,i bie brei 
Durchühnittä fünfte bet bei« 
ben Diagonalen AC,BD 
unb bet 93erbinbung$Iinte 
EF mit bec ^ranßoerfale 

L, unb g', h',i' bie fjarao* 
ntfcb confugirten biefet 
fünfte auf ben ©eraben 

AC, BD,EF ; fo wirb be» 
bäumtet: ba# bie brei fünfte 
g',h‘,i' in geraber Sinie 
liegen. — Denn e3 fei O 
ber Durdjfchnittapunft bet 

©etaben g‘ h‘ mit bet Jtanöberfale L, fo |tnb bie »on 0 nach ben 
»ier ©pi(jen unb nach ben beiben Durchfchnittöpunften ber ©egen» 
feiten be$ $ierecfe$ gejogenen fedjö ©etaben in 3n»olution. 
($. 195). 9?un ftnb aber bie beiben ©etaben Og,Ogf in Sejug 
auf OA,OC harmonifd) conjugirt, weil bie fünfte g,g‘ bie Dia» 
gonale ACharnionifch feilen, unb au3 einem ähnlichen ©tunbe 
finb Og,Og > auch in Beziehung auf OB,OD hatmonifch confu» 
girt; folglich ftnb fic e$ auch in 33ejug auf bie beiben anbern ®e» 
taben OE, OF ber 3n»olution (§. 150). Die erjie geht aber burd) 
ben Ißunft *, unb mithin geht bie jweite burdj ben fßunft *', wo» 
butch ber ©ah bewiefen ifl. — 

SBenn bie ©etabe L in unenblidjet- Entfernung liegt, fo 
ftnb bie fünfte g 1 , h', i bie SRitten ber ©etaben AC,BD,EF. 
3n febem SBierecf finb alfo bie SRitten ber beiben Diago» 
nalen unb ber SJepbinhungölinic ber Durchf<hnitt$punft e 
ber ©egenfeiten brei in Igetaber 8inie liegenbe fünfte, 
(öergl. $. f95). 

S. 199. 3n einem SSiererf fann man bie beiben Ißaare 
gegenüberliegenber ©pifcen unb bie beiben Durchfchnitt«» 
punfte ber ©egenfeiten al$ brei Ißaare conjugirter 
fünfte betrachten, welche eine 3n»olution bilben. — 63 
finben jwifchen biefen fedj$ fünften bie 3noolution3» 
gleichungen mit fech® unb acht©egmenten, fowie mehrere 
ber bteigliebtigen ©leichungen ftatt. — Unb wenn man 
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in bet ebene beö 93iete<feö eine, ober jwei beliebige fejle 
©erabe jiefjt, fo finben jwifdjen ben Entfernungen ber 
erwähnten fedjö fünfte beö «Biereifeö oon biefen ©era* 
ben Äfjnlid&e «Relationen fiatt, Wie bie jwif$en fe$ö 3„* 
oolutionöpunften unb einem, ober jwei willfurlidjen 
«JJnnften. — 

3)iefe betriebenen eigenf^aften beö «Biererfeö ergeben ft$ un* 
mittelbar auö ben Snoolutionögleidjungen, wenn man bloö beamtet: 
bafi bie *J3rojeFtion ber Spifcen unb ber 2)urd)rnittöpunfte ber @e» 
genfeiten beö SBiereefeö auf eine ©erabe fe$ö 3n»olutionöpunfte 
gibt (§. 195). $)enn jebe ber SnPolutionögleidjungen beReljt im 
allgemeinen auö «Ber&ältniffen jweier Segmente, unb in ben 
meinen entfpredjen bie beiben Segmente jebeö «Ber&ältniffeö jwei in 
geraber Sinie liegenbeif Segmenten in bem «Bierecfe, f 0 bag baö 
SBerljältni^ jweier Segmentein ber «flrojeftion bem ber beiben ent» 
fprec&enben Segmente in bem 93ieretf gleich ifl, unb mithin bie «Re» 
lation non fedjö 3n»oIutionöpun!ten audj auf bie fed)ö genannten 
fünfte beö SBierecfeö anwenbbar ifi. — 



@ö fei AB ab baö SBierecf 
unb C,c feien bie iDurd&fdjnittö» 
punfte feiner ©egenfeiten, fo f)at 
man für bie fe$ö «ßunfte A,a; 
B,b; C,c; bie folgenben 9ie(atio< 
nen, Weldje eben fo viele Seijt» 
fäfce «ber bie Sigenfdjaften beö 


I. 

H. 

ober: 


in. 

IV. 


AB. Ab 


aB . ab 


-AC7ÄJ - «■ 117 ® ! - 

Ab .Bc .Ca — — aB ,bC . cA, (®l. C 6)) 

aB b C cA . . 

aC " bA ' ~cB • 


AB — AC. 


Bc 

ac 


— BC. 


Ac 
bc * 


(S 141). 


AB — 


AC . Ac 
Ab 


BC.Bc 

Ba 
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V. 


B A . Ba Ab 

Ac ' aC bc 


diefe lefttc ©leidjung ergibt ftdj au« ber ©leidjung: 


(f*‘) 


bb‘ ba , ba 1 

b' e ac ' a‘ e 


jirifdjen t>ier fünften a,a‘)b,V unb einem 2>oppeIpunfte «, meiere 
fid) iljrerfeit« au« ber@leic&ung (ft) in §. 141* ergibt, roenn man 
annimmt, bafi bie beiben fünfte c,c‘ in einem doppelpunfte e ju» 
fammenfaßen. — Um bie ©leidjung (/»') auf ba« SBiered anjuroen* 
ben, brauet man bie 5)3rojeftion nur burdj *f3araßelen ju Cc ju 
machen, fo bafj man in ber ^rojeftion einen 25 o pp clpun ft erhält.— 


VI. 
ober : 


BA , Ba , Bb _ 
Ac ‘ aC ' b G 


Bc.BC BG 
Ac aC + bG 



die erfle biefer beiben ©leidjungen ergibt fi 6) au« bet »orljet* 
ge^enben, wenn man bemerft: bafi bie diagonale Bb in G unb e 
Ijatmonifdj geteilt toirb (§. 193), fo bafj man ^at: 

2 _ 1 
bB be 

ober. 

Bb Bb 
be bG 


+ 


1 


bG 
= - 2 


(§. 37) 


unb bie jtoeite ©leidjung ergibt ftd) unmittelbar au« ber erfien. — 

Sejeicpnet man bie Stbftdnbe ber »ier Spieen be« SMeretf« unb 
ber beiben durd)fdjnitt«punfte feiner ©egenfeiten »on einer fefien 
©etabenüf tefp. mit (.A,M), ( a,M ), ... unb biefDiitten ber beiben 
diagonalen Aa, Ab unb ber S8erbinbung«linie Cc refp, mit a,G,y; 
fo Ijat man bie Relation: 

VH. (A,M) (a,HT)- Sy +(B,M) (b.M).ya +(C,lO(c.ilf)-af=0. 

denn Wenn man bie gigut auf eine auf ber dranöoerfale M 
fen freute ©erabe prejicirt, fo bleiben bie Slbftänbe ober fßetpenbi* 
fei (A,tn, ... in bet fprojeftion biefelben ©röfjen, unb bie ®eg# 
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mente Gy,ya,a$ finb ißten fprojeftionen proportional, weil bie 
brei fünfte a, S, y in geraber Sinie liegen (§.198). 2Ran erhält 
alfo bie 3n»olution«gleidßung (1) in §. 134 wiebet, worin ein will* 
fürlic^er fßunft »orfommt, unb folglich ergibt fidj au« biefer ©lei* 
cßung ber in [Rebe fießeitbe ©aß. — 

2Benn bie @erabe M burd) bie ©piße A geßt, fo ifi ba« SSets 
ßältnifj ber Slbftdnbe bet beiben fünfte B,c »on biefer ©eraben 
A B 

= ■ — - — , unb ebenfo ifi ba« 33erßältnifi ber Äbfiänbe bet beiben 

Ac 

A b 

fßunfte b,C »on berfelben ©eraben = , fo baf füß bie ©lei* 

A C 

dpung auf folgenbe rebudrt: 


Vffl. 


AB . Ab «g 

AG.Ac ay 


Sßenn N eine fefie ©erabe unb a t £, y t bie brei fünfte bebeu* 
ten, welche mit biefer ©eraben refp. bie beiben diagonalen Aa, 
Bb unb bie ©erabe Cc ßarmonifdj tßeilen, unb n ifi bet dutcß* 
fcßnittöpmilt ber ©eraben a* £i yi mit iVj fo ßat man bie Relation: 

TV e,y,.na, , yi<*i-ng, , a i S l .ny l _ n 

U, A 7 ) . (a,iV) ■*' {B,N) . (MÖ ^ (C,AO . (cN) ~ ^ 


diefe ©[eidjung ergibt fidj au« ber ©leidjung («) in §. 142 
ganj ebenfo, wie bie »otßergeßenbe au« ber ©leidjung (1) in §. 134. 

die beiben leßten ©äße Tonnen al« befonbere gäUe beffelben 
allgemeinen ©aße« angefeßen werben, Wopin bie Slbfiänbe ber ©pißen 
unb durcßfdjnitt«punfte be« SSieretfe« »on jwei beliebigen fefien 
©eraben M,N betrautet werben. ÜRan ßat nämlidj bie [Relation: 


X. 


(A,M).(a,M) „ , (B,M)(b,m 

(A,N) . lajN") iyi,nÄ1+ (B,K)(b,N) ‘ 


a l y l » 6 


+ 


(C,JV).(c,AO 1 1 


. ny — 


0 , 


weltße fidj ganj einfadj au« §. 151 ergibt. — 

SBenn a,G,y refp. bie SRitten »on Aa,Bb,Cc ftnb, fo ßat 
man bie [Relation: 

XI. (aa) 3 .£y + (£&)*. yc + (yc) J » aff — 0, 
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denn wenn man bie gigur orthogonal auf eine ©erabe X pro* 
jieirt, fo erfüll man fechS [ßunfte, welche «ine 3n»olution bil* 
ben (§. 195), woraus n ach §. 140 folgt: 

XII. (#o) 3 eo* 2 {olo,X) Sy -j- (Sb) 1 cos t (Sb,X)ya 

+ (je) *cos 2 (yc,X) aG + aG.Sy.yacot* (aS, X) — 0. 

gär eine anbere ©erabe X' hat man eine ähnliche [Relation, 
unb wenn man annimmt: bafj bie beiben ©eraben X,X' auf cinan* 
b«r fenfredjt ftnb; fo ergibt fid) burd) Äbbition beiber ©leid)un* 
gen bie ju beweifenbe. — 

©enn eine dranSoetfale N bie btei ©eraben Aa,Bb,Cc in 
beft fßunften v,v‘,v H trifft, fo hat man bie [Relation: 

XT n ( w i«> a fin ■ (fifr) a yi«i ■ (y> c) a a i g i 

(v,a) 2 ’ n«! ‘ (v'b) 2 " nS t (v"c) 2 ’ ny, 

i «i^i . gjyi • r. «i _ q 
n«i . nS j . nyi ’ 

worin a l} 8 it y, unb n biefelbe SBebeutung wie in IX haben. — 

denn wenn man bie gigur auf eine auf N fenf rechte ©erabe 
prejicirt, fo geht biefe [Relation in eine 3n»olutionSgleichung für 
fech$ fPunfte über ($. 140). 

5. 200. gär bie ©infei, welche bie ©egenfeiten unb 
bie diagonalen eines 3$ierecfeS mit einanber bilben, fin* 
ben alle 3n »olutionßgleichungen eines fechSftrahligen 
58 üfchelS ftatt. — 

denn benft man fleh eine beliebige dranSoerfale gejogen, fo 
fdjneibet biefelbe bie ©eiten unb diagonalen beS SSierecfeS in fethS 
fünften, welche eine 3noolution bilben (§. 191). die »on bem* 
felben Ißunfte nach biefen fedjß fünften gejogenen ©eraben bilben 
ein 3 noolutionSbüfchel, unb wenn ftd) bie dranöoerfale inS Un* 
enb liehe entfernt j fo werben bie fedjS ©eraben ju ben ©eiten unb 
diagonalen beS SSierecfeS parallel, golglich ic. 

SRan fann biefen ©ah auch bireft beweifen. — denn jieljt 


Digitized by Google 



188 


3»elte Slfctfctilung. 


matt burdj bie gegenübetlie* 
genben ©pifren A,C $ßa< 
tal leien ju bet Diagonale 
DB, fo ftnb A,C bie üflit* 
telpunfte jweier oietfira^ 
liger Süffel, Welche baffelbe 
anljatmonifdje ffierlfältnifi 
Ijaben, weil bie »ierStralj? 
len AD,AB,AC,AJ be« etffen Süffel« bie siet ©Italien CD, 
CB, CA, CJ' be« jweiten in Hier in getabet ?inic liegenben 
(ßunlten treffen. ©ö iff alfo audj ba« anljarmonifttye 93erf|ältnifi 
bet »iet ©tragen AD,AB,AC,CJ bem bet »ier ©tragen CB, 
CD,CJ',CA gleidj. 9fun fallen abetAC,CA jufammen, unb A J, 
AJ‘ ftnb parallel, fo bafi beibe ©pfteme, wa« bie 9lid)tung betrifft, 
nur fedj« paarroeife conjugirte ®rabc enthalten, für Wel$e wegen 
ber ©leidjljeit bet anfjarmoniföen 93erljültniffe folglich au<$ alle 
3noofution«gleicl)ungen ffattfinben (§. 150). 2B. b. w. f. 
,£>ietau« folgt nacff §. 152: 

2B en n jwei ©egenfeiten, fo wie bie beiben Diagona? 
len eine« Sieretfe« auf einanbet fenfredjt finb, fo finb 
bie beiben anbern ©egenfeiten aud) auf einanbet fenl* 
r e c^t. — 

DiefetSafe läuft, wie man leidjt einffeljt, auf folgenben Ijinau«: 
Die au« ben SEBinfelfpifcen eine« Dreietfe« auf bie 
©egenfeiten gefällten fßetpenbifel gelten burdj benfelbett 
fflunft. — 

(Siflenfcfjaften be« Dreiecfe«. 

§. 201. ©in Dreiecf ABC, 
beffen ©eiten oon einer Dran«? 
oerfale in brei fünften a, b, c 
gefdjnitten werben, fann matt 
al« ein Sßiere cf ABab be? 
tradjten, beffen ©egenfeiten fidj 
3 refp.in ben fünften C,c fönei? 
ben; unb mithin ftnb bie »etfdjiebenen @ä$e übet ba« SBiered, na? 
mentlidj bie, worin bie bteifßunftepaate A,a;B,b;C,c eine3n»o* 
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lution bilben, auch auf baö!Dreiecf anwenbbar. •— 2Bit wollen je» 
bodj »on biefen ©^en nur ben in ber ©leidjung II. in §. 199 lit» 
genben bi« nodjmalfl betrachten unb folgenbermafien auöbtöien: 
2Benn ein 2)reiecf ABC »on einet $ranö»erfale abc 
burchfdjnitten Wirb, fo finbet jwifdjen bcn auf ben ©ei» 
ten beffelben ge bilb eten Slbfctjnitten folg enbe Relation 
fbatt: 


( 1 ) 


aB bC cA . 

aC ' bA ' cB ~ _t * 1 


2)er in biefet ©teidjung liegenbe Sefftfafc ergibt ftd) unmittelbar 
auö bem leitet ju beweifenben ©afce: bajj bie ißrojeftionen 
ber ©hifcen beö 3)teietfe8 unb bet fünfte a,b,c auf bie» 
feibe ©erabe fedj$ 3n»olution0}>unfte bilb en (§. 199); 
allein man fann ben in Siebe ftefjenben fiehrfaft auch auf mehrere 
Sitten ganj einfach birelt beweifen. 3)enn aie^t man ab ' paral» 
lei ju AB unb betrautet bie »on bem fünfte a außgehenben »ier 
©eraben, welche »on ben ©eiten AC,AB burchfchnitten werben; 
fo $<rt man nach §• 13: 

bC . b'C _ cB 
bÄ~ • b'A ~ cA ’ 

unb Weil ab' au AB parallel ifi. golglich: 


_aB bC cA _ . . 

aC bA ' cB -'t- 1 - 

£>bet: 3)ie 2)reie<fe Abc,Bca,Cab geben: 

Ab »ine Bc »ina Ca _ sinh 

~Äc »in b ’ Ba sine ' Cb »ina ’ 

unb wenn man biefe brei ©leichbeiten in einanber multiplicirt; fo 
fommt: 

aB bC cA . , 

aC ‘ bA ’ cB ~ i” 

ÜDafi ber aWeite $b e il biefer ©leichbeit = + 1 fein muh, er» 
gibt ft<h nach unferet allgemeinen 3ei<heregel. ®enn »on ben brei 
fünften a, b, c liegen entweber awet auf jwei ©eiten beß 2)riecfe0 
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unb bet britte auf ber Verlängerung bet britten ©eite, »bet jte lie» 
gen alle brei auf ben Verlängerungen bet brei ©eiten. 3m 
erften gatte ftnb aber jwei Verfjältniffe negati» unb ba« britte ift 
bofiti», unb im jweiten gatte ftnb alle brei Verljältniffe pofiti», 
mithin ift iljr Vrobuft immer »afiti». — 



§. 202. SBenn man au« ben SBinf elfjnfcen eine« Drei 
etfe« ABC brei beliebige ©etabe 
jieljt, welche bie ©egenfeiten ,Ut 
benfßunften a,b,c f«$neiben; fo fiat 
man f o w> o § I in Sejug auf ben ab. 
foluten äBettlj, al« auf baö 3 e »* 
eben bie ^Relation: 


aB bC cA sina AB sinb BC sine CA 

a ü * bA " cB sina AC sinb BA ' sine CB 

Denn man fjat bie brei ©leidjfjeiten: 

aB sin a AB AB b C sin b BC BC 

aC sin a AC AC ’ bA sinbBA BA’ 

cA sine CA CA 

cB sine CB CB ’ 

unb wenn man biefe in einanber multiplicirt; fo erhält man bie 9?ela* 
tion (a), roeldje offenbar auc$ $infi<$tli$ be« 3ei<l)en « gilt, weil jebed 
Ver^ältnif im erjten D&eile baffelbe 3eicfcn $at, al« ba« ent« 
fbredjenbe Verf)ältnijj im jweiten Steile. 

$. 203. SBenn man butdj bie ifecn eine« Dreierfe« 

ABC brei ©etabe jieljt, 
welche bie ©egenfeiten in 
y/y \ brei in geraber ?inie lie* 

genben fünften a, b, e tref« 
\ f <n 5 f» finbet jwifdjen ben 
‘©inuffen ber SBinfel, wel« 
* a * dje biefe ©etaben mit ben 

©d>enfeln ber SBinfeln, »on beten ©bi&e fie auögeljen, 
folgenbe Relation ftatt: 
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' sin a AB sin b BC sin c CA , 

sinaAC ' sin b B A ' sine CB ' 

SDiefcd erhellet unmittelbar au« bet 33ergleid)ung bet SRetatio* 
nett (1) unb (a). 

2) ie Umfejrungen bet SJeljrfäJe in §. 201 unb §. 203 finben 
ebenfall« ßatt j b. J}. wenn man auf ben brei ©eiten 
eine« 2)teie<fe« ABC btei üßuntte a, b, c fo nimmt, bafi 
bie ©leidjung (1) ober (2) fiattfinbet; fo liegen biefe 
btei fünfte in getaber Sinie. — 

3) enn e« fei c‘ ber$)3unft, worin bieöerabe ab bie ©eite AB 
trifft, fo ifi nad) §. 201: 

aB bC c'A , A 

aC • bA ’ c'B ~ ~r 1} 


unb ba nad) ber SBoraudfeJung bie ®leid)uug (1) fiattfinbet; fo 
folgt: 

c'A _ cA 
c'B cB 

2>et fßunft c' fdUt alfo mit bem fünfte c jufamnten, unb 
ebenfo wirb ber Seroel« in S3ejug auf bie ©leidjung C2) gefüllt. — 


§. 204. Sffienn man »on einem fünfte 0 nad) ben SBinfetfpi* 
Jen eine« Dreietfe« ABC gerabe Sinien jieljt, fo bilben biefelben 



mit ben ©eiten be« 2)reiede« bie oier ©eiten unb bie beiben 2)ia* 
gonalen eine« SJletede« OACB, unb e« finben folglid) gwifdjert 
biefen ©etaben unb ben ©eiten be« 2)teietfe« alle SBinfeltelationen 
ftatt, welche in einem fed)«ftral)ligen 3n»olution«büf<$el flattfinben 
(8. 200). -£>ietau« ergeben fid) »erfdjiebene Gsigenfdjaften be« 3)rei s 
erfe«, woson wir l)ier nur bie folgenbe anfüjren wollen: 
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2Benn br ei »on ben ©pifcen eineö 3>rei e cf eö ABCa\i6> 
geffenbe ©erabe burdj benfelben fßunft 0 gelfen, fo Ijat 
man jwifdjen ben ©inuffen ber Sßinfel, meldje jebe mit 
ben ©(^enfeln beö SBinfelö bilbet, roonon fie auögeljt, 
b ie Stelation: 


_ sin 0 A B sin O B C sin OC A 

^ sin 0 AC ' sin 0 B A ’ sin 0 C B 

> >> t , 

Senn bie brei Sreiede, beren ©pifcen in 0 liegen unb beren 
©runblinien bie ©eiten beö Sreiedeö ABC ftnb, geben bie brei 
©leidjljeiten: 

sinOAB OB sinOBC _ OC sin 0 C A _ OA, 

sinO BA OA ’ sinOCB ÖIT’ sinOAC ~~ÖC ’ 

unb biefe in einanbet multiplicirt: 

sin Ö AB sin OBC sinO C A . 

sin 0 A C ’ sin O B A ’ sin 0 C B 


SBenn ber fßunft Ö innerhalb beö Sreiedeö ABC liegt, fo 
ift jebeö ber brei ©inuöcerb&ltniffe negatio, unb wenn bet fßunft 
0 aufierfjalb beö Sreiedeö liegt, fo ftnb jwei biefet SSer^Äftniffe 
negati» unb baö britte iß pofitio; alfo il)t fßrobuft ßetö nega* 
tioj folglich muff ber jweite Sfjeil = — 1 fein. — 

§. 205. Sa man nadf §. 202 in ber ©leidjung (3) für bie 
©inuö ber SBinfel bie ©egmente fefcen fann, roeldje bie brei ©era* 
ben auf ben ©eiten beö Sreiecfeö bilben; fo Ijat man folgenben 
©a$: 



Sie bon einem fßunfte 0 nadj 
ben brei ©pifjen eineö Steiedeö 
^BCgejogenen ©eraben treffen bie 
btei ©eiten beö Sreiecfeö in brei 
fünften a,b,e bon folget 23ef$af* 
fenfjeit, bafi man bie ©leidjljeit Ijat: 


aB bC cA 

aC ’ bA cB 


%. 206. Sie umgefeljrten ber beiben borljetgeljenben @&$e 
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ftnben offenbar audj fiatt; b. Ij.: Sßenn man burd) bie ©pifcen 
' eineö Ü>reiecfe8 ABC bref ©erabe fo jiefjt, bafi bie eine 
ober bie anbere b er ©leidjungen (3), (4) flattfinbet; fo 
gefjen bie brei ©etaben burd) benfelben ißunft. — 

§. 207. Sßcnn ein Dreiecf 
ABC unb eine Uranöoerfale 
abc gegeben ifl, unb man 
jiefjt »on bemfelben fünfte 
0 ©erabe nad) ben ©pi&en 
beö 2>reiccfe3 unb nad) ben 
fünften, worin bie Jranö« 
»erfale bie ©egenfeiten 
fdjneibet; fo bilben biefe 
©eraben ein Snoolutionö« 
büfdjel. — 

2) enn baö IDreiecf ABC unb bie £ran0»erfale bilben ein 
SSieretf ABab, für welches C, c bie 35urd)fd)nitt8punfte ber ©egen» 
feiten ftnb. 2)ie betrachteten fed)8 ©eraben OA, 0B,0 C unb itjre 
conjugirten Oa,Ob,Oc bilben folglich ein 3n»olution$büfdjel. 
(§. 195). 

Umgefeljrt: Sffienn man »on bemfelben fünfte na$ ben 
brei ©pifcen eines 2)reietfe8 brei ©erabe jieljt, fo wie 
brei anbere ©erabe, weldje mit ben brei erften brei 3n» 
»olutionSpaare bilben; fo fdjneiben jene bie ©egenfeiten 
beS 2)reietfeS in brei fünften, Weldje in geraber S inie 
liegen. — 

3) enn eS feien a, b,c bie brei fünfte, unb c' fei ber 5J3unft, 
worin bie ©erabe ab bie ©eite AB trifft; fo bilbet bie ©erabe 
Oc‘ nadj bem eben bewiefenen ©a&e mit ben fünf ©eraben OA, 
Oa ; OB, Ob unb OC eine 3noolution; aber nadj ber 33orau8» 
fe^ung aucf) bie ©erabe Öc, unb folglich fällt ber Qjunft c' mit c 
jufammen. folglich ic. 

2ßenn ftdj bie SranSüerfale inS Unenblidje entfernt, fo er» 
hält man folgenbcn Seljrfafc: 

2Benn man butdj benfelben ißunft nadj ben ©pi^en 
eines 2)reiede8 ©erabe, unb ju ben ©eiten beffelben ißa» 
Steuere Ocometrie. 13 
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tallelen jie £>t, fo bilben biefe fed>0 ©eraben ein 3nt>olu* 
tionöbüfdjel. — 

Unb umge!el>rt: SBenn man burtf) bie ©pifcen eine« 
Dteiecfee brei ©etabe jiefjt, welche mit ben ©egenfeiten 
brei fßaate non ©eraben bilbcn, bie ju ben ©tragen ei* 
ne«3n»oiution«bfif^eIrei>. parallel finb; fo geljen biefe 
brei ©eraben burdj benfelben ißunft. 

2)iefe« ift nur ein anberer SluSbrud berfelben Gigenföaf*/ wel* 
$e in §. 204 angeführt mürbe, nämlid): ba£ bie na$ ben brei 
6pi$en eines dreiecfcS gejogenen brei ©eraben unb bie brei Sei« 
ten beffelben alle Söinfelrelationen bet fedjS ©tra&len eine« 3n»o* 
lutionSbüfdjel« barbieten. — 



§. 208. 2Benn man non 
bemfelben fünfte 0 nach ben 
brei ©pifcen eines dreiedeS 
ABC ©erabe jieljt, fo trifft 
jebe SranSoerfale biefe ®e* 
raben unb bie ©eiten be3 
dreietfeS in fed)S f)3unften 
a, a!\ b, b'jc, c' welche eine3n« 
»olution bilben. — 


denn bie beiben ©eraben OA, OB unb bie beiben dreiecfS* 
feiten AC,BC bilben ein SBiererf, brffen diagonalen bie britte ©e* 
rabe OC unb bie britte dreiecfSfeite AB finb. die ©eiten unb 
diagonalen biefeS SSierccfed werben aber »on einet SranSoetfale 
in fed?6 3n»olutionSpunftcn gefdjnitten (§. 191). 8olglic$ k. 

Umgefefjrt:’ äßenn man auf einet dranSoerfale, welche 
bie ©eiten eines dreietfeS in brei fßunlten fdjneibet, 
brei anbere fßunfte nimmt, welche mit jenen eine 3n»o* 
lution bilben; fo gefjen bie oon biefen brei lebten fßunf* 
ten nad) ben SSinfelfpifcen beS dreietfeS gejogenen ©e* 
raben burd) benfelben fßunft. — 

§. 209. die beiben Sef)rfä$e in §§. 201 unb 204 laffen jid> 
in bemfelben ©äfc jufammenfaffen, worin fie als befonbete S&lle 
enthalten finb. — diefer @a& brücft jugleic^ eine ©igenfdjaft »on 
brei auf ben ©eiten eine« dreietfeS genommenen fünften, welche 
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in geratet 8inie liegen fönnen, unb »on brei burclj bie 2Binfel* 
fpijjen beö ÜJreiecfeS gejogenen ®eraben, »eiche burdji bcnf eiben 
Punft geilen fönnen, auö, unb lautet, wie folgt : 



3>enn bie brei Dreiecfe aAB,bBC,cCA geben »egen bet 
Proportionalität ber ©inu0 ihrer Sßinfel uub ber ©egenfeiten brei 
QHeidjf)eiten, »eld}e in einanber multiplicirt, fotgenbe Relation 
geben: 

Aa Bb Cc sin a B A sin b C B sin c A C 

Ba Cb ' Ac sin a AB ’ sinbBC ' sincCA 

Um in biefe Relation Perhältnijfe »on ©inuffen folget SBinfel 
eingufüfjren, »eiche einen gemeinfcpaftli^en ©djenfel haben, fo 
bah bie 3ei<h e nregel barauf ange»anbt »erben fann, fefce man für 
bie SBinfel cAC,bCB,aBA ihre refp. Supplemente aAC,cCB, 
bBAj fo geijt bie lefcte ®leid)f)eit in (5) über, »ie man jtdj leicht 
überjeugt, »eitn man bie »ier gälle näher betrachtet, »eiche bie 
gigur barbieten fann. 3>enn bie brei burch bie ©pifcen beö 3)reU 
erfeö ABC gejogenen ©eraben, Welche baö umfchriebene Dreiecf 
abc biiben, fönnen fein: 1) alle brei außerhalb be« £>reiecfe$ ABC, 
2) alle brei innerhalb beffeiben, 3) nur eine innerhalb unb $»ei 
außerhalb, 4) ober j»ei auherljalb unb eine innerhalb. — 

9iu0 biefem©a(je Iaffen ftch nun ber in §.201 unb ber in §.204 
folgenbermajjen herleiten: 1) ^Betrachtet man A, B, C al0 Punfte 
ber ©eiten bc$ 2)reiecfe0 abc, unb nimmt an, bah biefe Punfte in 
geraber Sinie liegen; fo ftnbet man, bah ber j»eite Sh e 'l ber 
®(ei<hung (5) in 1 übergeht, unb man folglich hat: 

13* 
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Aa Bb Cc . . 

Ac ' Ba ‘ ~Cb~ ~ ' 

nselc^eö ber ©aß in §. 201 iß. — 

2) SBenn man annimmt, baß bi« burdj bi« ©pißen beS 3)rei * 
crfeö ABC gejogenen ©eraben alle brei burdj b«nfelb«n fßunft 0 
gefjen follen, fo fallen bi« brti fünfte a, b,c in 0 jufammen, jebe« 
ber brei ©erßältniffe im «rften Steile ber ©leidjung (5) n>itb = I, 
unb man erhält bie @(eic^f)eit : 

sin 0 AC sin 0 B A sin 0 C B 

sin 0 A B ' sin 0 B C ' sin 0 C A ' 

weldje ben Seßrfaß in §. 204 auSbrucft. — 

§. 210. 25er ©eweiö beö obigen SefjrfaßeS ober ber ©lei* 
(ijung (5) ifl ßinßdjtlid) ber bloßen numerifdjen ©leidjfjeit ber 
beiben 2f)eile fe^r einfadj, aber ßinficßtlid) be^oidKnä nicfil, weil 
man »ier »erfdbiebene gälle ber gigut unterfucßen muß. — SBenn 
man ftatt einefl 2>reie«feö ein beliebiges ©ielecf ju betrauten ßätte, 
fo fonnte man eine weit größere Slnjaßl folget gälle ju unterfu« 
djen ßaben, waS mit wirflidjen ©cßwierigfeiten »erbunben fein 
lönnte, unb überhaupt fein wiffenfdjaftlid^ genügenbeS ©erfahren iß. 
— ©3 iß alfo ju wünfdjen, baß man bei ©äßen wie ber »orßer* 
geßenbe oo llftänbige ©eweiSarten anwenben fann, meiere oon 
felbß allen ©ebingungen ber 3 e t<$«n entfpredjen. — 3>er ©egtiff 
beS anßarmonifc^en ©erßältniffeS unb bie ßd) barauS ein« 
fad) unb natürlid) ergebenben Jljeorien föeinen unS baju geeignet 
ju fein: foldje abäquate ©eweife an bie <£)anb ju geben, unb in 
biefer ©ejiefjung ßaben biefe Uljeorien in ber neuern ©eometrie 
einen fte wefentlid) unterfdjeibenben Gßarafter, melier barin befteßt: 
baß fie ben geometrifd)en ©egtiffen alle ÄI fgemeinßeit 
analptifdfer fßefultate geben. — @3 Wirb beSßalb jweefmäßig 
fein, bie Slnwenbung biefer Hßeorien mögli<$ft ju erweitern, unb 
ße felbß auf foldje ©äße anjutoenben, für’ welche bie gewöhnlichen 
.jjülfSmiftel ber ©eometrie, wie bie Proportionalität ber ©eiten 
äßnlicber fDreiecfe, ober bie jwifdjen ben ©eiten unb ben ©inuffen 
ber ©egenwinfel beliebiger 3)reietfe, ic. einfache ©eweife liefern, 
befonberS aber, wenn biefe ©eweife nur einen Ußeil beS ju bewei* 
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fenben Se^rfo^eö umfaffen, n?ic folc^eö bei bem rohergeljenben ©afce 

ber Salt »rat. — SBir »rollen 
beöfjnlb bie in fRebe fteljcnbe 
9Retl)obe auch auf ben ©a$ in 
§ 209 amuenben uitb nodj 
$trei neue ©eireife beffdben 
hier folgen taffen. — 

I. 2)ie »on bem fünfte a 
nach ben ©pifjen beö 2)rei< 
edc6 ABC ge jpgenen ©eraben 
geben nad) § 204 biefRelation: 

sin a A C sin b B A sin aCB j 

sin a AB ' sin b BC ‘ sin a C A 

unb bie ©erabe A B, ttjetcfje bie brei ©eiten be3 Dreiecfeö ab c 
bur$f$neibet, gibt nach § 201: 

Aa Bb y c 

Ac ' Ba yb ’ 

folglich ifi: 

Aa Bb yc sin aAC sinbBA sin a CB 

Ac ' Ba ' yb sin a AB ' sinbBC ' sin a C A 

9?un ifi aber bad anbarmoniiche 93erfjü(tni§ ber ron bem fünfte 
C auögelfenben riet ©eraben CA, Ca, CB, Cc bem ber riet fünfte 
A,a',B,y gleich, tt>ctc^c0 »egen ber in a jufaminenlaufenben ©e* 
raben bem ber riet fünfte c, C, b, y gleich ifi. 9Jlan E)at alfo bie 
©leichhfit: 

sin a CA _ sin cC A Cc yc 

sin a CB ' sine C B Cb yb ’ 

unb mithin trirb bie rorhergehenbe ©teidj^eit : 

Aa Bb Cc sin aAC sinbBA sincCB 

Ac ' Ba ' Cb sinaBC ’ sinbBC sincCA 

n>. b. tp. f. 
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unb wenn man fte in einanber 


II. 2)ie brei Dreieefe aAB, 
bBC, cCA, meiere tefp. »on ben 
Sranöoerfalen bc,ca,ab ge* 
fcijnitten Werben, geben bie brei 
©leid? (jetten: 


yA 

bB 

— = i 

cA ’ 

yB 

ba 

aB 

cC 

ab t 

aB ~ 

aC ' 

c b 

ec 

aA 

bc 

SA 

ac 

' bC ~ 1 


iplicirt; fo erhält man: 


yA 

aB 

ec 

bB 

cC aA 4 

' aB ' bC 

yB 

aC ‘ 

SA ‘ 

cA 

ober: 





aA 

bB 

_cC . 


aC SA yB 

~ÖB 

' bC 

cA 


aB ' eC ’ yA ' 

3?acf> §. 202 bat 

man aber 

in 

bem 2>reierf ABC: 


aC SA yB sinaAC sinbBA sincCB 

aC ’ 6 C ' yA sinaAB ' sinbBC ' sincCA ’ 

folglich: 

aA bB cC sinaAC sinbBA sincCB 

aB ' bC ' cA sinaAB ' sinbBC ' sincCA 

w. b. w. f. 

§. 211. SBenn bie ©pifcen jweier 2>reiede paarmeife 
auf brei burd? benfelben fßunft geljen'bcn ©eraben lie» 
gen, fo biird?fd)neiben fid? if)re ©eiten paarmeife in brei 
in geraber Sinie liegenben fünften. — 

Grö feien ABC, abc bie beiben 3>reietfe, beren ©pi&cn je 
jmei unb jwei auf ben brei burdj ben fflunft S geljenben ©eraben 
Aa,Bb,Cc liegen; fo wirb behauptet: bafj bie brei ©eiten AB, 
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B C, C A bed erften bic 
brei «Seiten ab, bc, ca 
bed jroeiten in brei in 
gerabcr 2inie liegenben 
fünften a,ff,y fcbneiben. 

5)enn bie beiben Sei« 
ten AB, ab treffen bie 
©erabe S Cc in jttjei 
D fünften D, d, unb man 
bat auf biefen beiben Sei« 
ten refp. bie beiben St}« 
(lerne non vier fünften 
A, D, B, y unb a, d, b, y, beren anbarmoninbe Scrfjältniffe gleich 
finb, roeil fid) bie brei ©eraben Aa,Dd,Bb in bemfelben fünfte 
8 treffen. 9J?itl}in ifl bad anbarmonifcbe SBerbältnij? ber »eit bem 
fünfte C audgeßenben »ier ©eraben CA, CD, CB, Cy bem ber 
»on bem fünfte c audgebenben »ier ©eraben ca, cd, cb, cy gleidj. 
3n biefen beiben ©üfdjeln faßen aber bie beiben homologen Straf)« 
ien CD, cd jufammen, unb folglid) treffen bie brei anbern Strab* 
len bed erften ©üfdjeld bie brei homologen Strahlen bed jtneiten 
in brei in geraber Sinie liegenben fünften (§. 28). Mithin lie« 
gen bie brei fünfte a, ff, y in geraber Sinie. 

%. 212. Umgefebrt: 2Benn jt»ei SDreiede fo befdjaffen 
finb, baf? fid) ihre Seiten je jmei unb jmei in brei in 
getaber 2 »nie liegenben fünften fdjneiben; fo liegen 
ihre Spifcen auf brei burd) benfelben fßunft gebenben 
©eraben. 

Sffienn bie brei fünfte et, ff, y in geraber Sinie liegen, fo 
ntirb behauptet: bafj bie brei ©eraben Aa,Bb,Cc burd) benfel« 
ben (ßunft geben. — 2)enn bad anbarmonifd)e 3Serbältni§ ber non 
bem fünfte C audgebenben »ier ©eraben Cy,Ca, Cc,CG ifl bem 
bet »on bem fünfte c audgebenben toier ©eraben cy,ca,cC,cS 
gleid), meil biefe bie ©erabe affy in benfelben fünften fdjneiben, 
ald jene, golglidj ifi bad anbarmonifcbe SSerbbltnif ber »ier fünfte 
y,B,A,D bem ber »ier fünfte y,b,a,d gleitb, unb mithin geben 
bie brei ©eraben Bb, Dd, Aa ober Bb, Cc,Aa burd} benfelben 
qjunft (|. 25). 



Digitized by Google 



200 


3 w eit e Slbibelluttg. 


Die beiben festen ©äße werben Defargueß jugefchrieben unb 
fmb »on mehreren geometrifchcn ©chriftßellern bewiefen; in ber leß* 
ten 3^ auch bon ^ortcelet, welcher bie beiben Dreietfe ABC, 
dbc homologifdje, ben Durchfdjnittßpunft S ber93erbinbungßlinicn 
i^rer entiprechenbcn ©pißen ben SJJitteipunft ber Homologie 
unb bie ©erabe Gya, worauf ftd ) bie ©eiten paarweife tchneiben, 
bie Sire ber Homologie nennt. — 


§. 213. SBenn auf einer 
erßen ©eraben jWei fünfte 
A,B, fo wie auf einer jwei* 
ten ©eraben jwei fünfte a,b 
genommen, bann bie fid? in 
einem fünfte S fc$neibenben 
©eraben Aa, Bb gezogen Wer* 
ben, unb man läßt bie jweite ©erabe fich um ißrenDurdh* 
fcbnittßpunft y mit ber erßen breßen; fo änbert berßfunft 
S feine Sage, unb eß finbet golgenbeß ftatt: 



1) bie bur d) ben Ißunft S ju ab gezogenen parallele 
fdjneibet in jeber ihrer Sagen bie ©erabe AB immer in 
bemfelßen fünfte J-, 

2) ber iflunft S betreibt einen ffreiß, beffen Wittel* 
punft J iß. — 


Denn baß anf>armonifd)e Serhältniß ber »ier fünfte A, B, y, J 
iß bem bet vier fünfte a,b,y, <x> gleich, woburd) bie Sage beß 
ßjunfteß J beßinimt Wirb, unb folglich bleibt biefe Sage biefelbe, 
Wenn ßch bie ©erabe ab um ben ßlunft y breßef, woburch ber erße 
Zf)e\l beß ©aßeß bewiefen iß. — 2Baß ben jweiten 2h fiI betrifft, 
fo geben bie ähnlichen Dreietfe SBJ, bBy: 


SJ _ BJ 
by By 


ober SJ = 


B.J .by 
By 


Diefer 2Berth »on SJ iß aber conßant, unb folglich befchreibt 
ber fßunft S einen ffreiß, beffen Wittelpunft J iß. — 


2lnWcnb»ngen ber »orbergcbenbm Seßrfäßc jum SBcwcife verfehle* 
bener Gigenfcbaftcn beß Drciccfeß. 

|. 214. Der ©aß in $. 201 iß allgemein unter bem ßfamen 
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beö Ißtolomdifcben Sebrfafeö befannt; allein man finbet ben* 
felbcn fd)on in ben Schriften beö 3Rene(au6, eine« fafi um ein 
3aljrl)unbert altern ©eometerö. — ©ei ben Silten biente biefer 6a& 
bnuptfäcblicb baju: baö fßrobuft jweier ©erbältniffe b ur 
ein einjigeö ©erbältnif bar juftellen. — Sffiill man j. ©• 



baö ©robuft bet beiben iBerfjältniffe bureb ein©er> 

barfietten, fo legt man bie beiben ©eraben mA,nD fo, bafj ihre 
(Snbpunfte A, D jufammenfalltn unb baö 25reiecf BAC gebilbet 
wirb, worin bie ©trabe mn auf her ©aftö BC jwei ©egmente 

pC,pB befHmmt, beren ©erbältnifj bem ©robufte ber ge* 

gebenett ©erbältniffe gleich ifi (§. 201). 

35er Sebrfaf in §. 205 wirb gewöhnlich 3 ob* ©ernoulli }U* 
gefebrieben j allein berfelbe ifl früher oon bem italienifdjen ©eometer 
3 ob* be Seoa bewiefen. 

©ott ben beiben erwähnten Sähen fjat man biö^er einen fpe* 
ci eilen unb einen allgemeinen ©ebraudj gemalt. — 3)er fpe* 
cielle ©ebraudj befielt barin: ju beweifen, baf? brei fünfte ei» 
ner gigur in geraber Sinie liegen, ober baf brei ©erabebureb 
benfelben ©unft geben. So j. ©. läfjt fi<b feb* leicht jeigen: 
baf f,i<b bie »on ben SBinfelfpifcen eineö Dteiecfeö nach 
ben Bitten ber ©egenfeiten gezogenen ©eraben in benu 
f e f ben fünfte febneiben; jc. ic. 3n ihrem allgemeinen ®e* 
brauche fönnen bie beiben fraglichen Siehrfäfe bei bem ©eweife an* 
bere ©äfe al8 ©erbinbungö* ober Uebergangömittel bienen. 
— ©o fann man j ©. »ermittelfi berfelben bie 3n»olutionöei* 
genfebaften beä ©icrecfeö beweifen; u. b. gl. — Sillein biefe Sin* 
wenbungen ftnb febr befebränft, unb bie ©eweife mittelfi berfelben 
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tm Slllgemeinen beiweitem nicht fo einfach unb leicht, als mit* 
telft ber Dhforie beö anhcirmottifchen 3? e r ^ ä 1 1 n i f fe ö. Xiefcd 
ifi autb feiert einjufef)cn; bentt abgefefjen baoon, baß bie beiben in 
Siebe fieljenben ©ä$e weniger einfaefj ftnb, alö bet ©egriff be$ an* 
barmonifdjen ©crhältniffe«, unb folglich weniger ju 2In»enbungen 
geeignet, rebuciren fte fid) gleichtam auf ftch felbft unb geben feine 
auögebehnten 2f)corien, wie bie beg anharmonifchen ©erhältniffeö, 
ber bo woflrapbifcb^« Ü^eiiung unb bet 3noolution, welche festem 
eigentlich weiter nichts ftnb, als »eitere ©ntroicfelungen beö einfa* 
djen unb elementaren ©egriffeS beö anljarmonifchen SSerljältniffeS. — 

©iöher hat man Mo« bie beiben erwähnten Sehrfäfce angewanbt, 
worin bie Segmente betrachtet »erben, »eiche brei ißunfte auf ben 
©eiten eine« Dreiecfeö beftinimen; allein man muf? bamit notbwen* 
big bie beiben entfpred)enbcn ©äße in §. 203 unb §. 204 »erbinben, 
bie auf bie ©inu$ ber SBinfel ©ejug haben, »eiche bie oon ben 
Spifcen beö Dreiecfeö nach biefen fünften gejogenen ©eraben mit 
ben ©eiten beffelben bilben; benn biefe ©ä|je geflatten ebenfalls, 
unb nielleicht noch jaljlreichere 2ln»enbungen. — 

Die ßchrfä&e, »obei zugleich eine DranöPerfale unb ein fe* 
ft er ©unft in ber ©bene beö DreiecfeS in ©etracht fommen, unb 
»eiche eine mehr birefte 2ln»enbung ber eor i e ber 3nPolu* 
tion geftatten, ftnb, »ie »ir balb fef)en »erben, ebenfalls oon 
Sfufjen. — 


§. 215. Die polaren beffelben fünftes in ©ejug 
auf bie brei SBinfel eine« Dreiecfeö treffen bie ©egen* 
feiten in brei in geraber Sinte liegenben fünften. 


Denn eS feien Aa\ Bb‘,Cc‘ 
bie ©olaren beö fünftes 0 in ©e* 
jug auf bie brei Sßinfel beö Drei* 
ecfeö ABC unb a‘,b',c‘ refp. bie 
fünfte, »orin fte bie ©egenfeiten 
treffen; fo hat man für bie pon bem 
fünfte O auögehenbcn brei ©era* 
ben bie ©leichung (3) in §. 204. Da aber bie beiben ©eraben 
OA,Aa‘ ben Sßinfel A harmonifth theilen, fo hat man: 
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wefdje jeigt: baf» bie brei fünfte a',V,c‘ in gerabet Sinie lie* 
gen (203). — 

Sßenn ber !j)unft 0 in unenblidjer ©ntferuung liegt, fo ftnb 
bie brei Oeraben OA, OB, 0 C parallel, unb man Ijat ben Sajj: 

Sßenn in ber ©bene eine« S)rcie<fe$ eine Sranöoer* 
fale gejogen wirb, io fdjneiben bie au$ ben Spifcen na$ 
ben SOiitten ber j w> i f d) e n ben Sdjenfeln feiner SBinfel 
liegenben Segmente biefer Sranöoerfale gezogenen ®t> 
raben bie ©egenfeiten in brei in geraberSinie liegenben 
fünften. 

§ 216 . 2>ie fßofaren eined fßunfteö in SBejie&ung auf 
auf jtvei SBinfel eine« ©reierfcd fdjneiben fid) auf ber 
©eraben, welche biefen Qhtnft mit ber Spifce beö britten 
2Binfel6 »erbinbet. — 

fei 0‘ berfDurdj* 
fdjnittöpunft ber polaren 
bed fßunfteö 0 in Sejug 
auf bie beiben SBinfel A, B, 
fo wirb behauptet: bafj 
ber fjjunft 0' auf ber ®e* 
raben OC liegt. — Denn 
ba A0',B0‘ bie fßolaren 
beö fßunfteS O finb, fo 

{jat man: 

sinOAB _ sin 0‘ AB sinOBC sin O'BC 

sinOAC sinO' AC sinOBA sinO'BA 
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unb folglich wirb bie ©leidjung (3) in Sejug auf bic brei com 
fünfte O audgeljenben ©eraben C§. 204): 

sin 0' AB sinO'BC sinOCA 

sinO‘ AC ' sinO'BA sinOCB 

3lber wenn man bie ®erabe O' C jiefjt, fo fiat man: 

sin O' AB sinO'BC sinO'CA , 

sinO'AC ' sinOBA * sinOCB ~~ *' (§- ' 

folglich: 

sinOCA _ sin O'CA 
sin OCB sin 0' CB ’ 


woraus erhellet: baf? bie beiben ©eraben 0C,0'C jufammenfaHen, 
alfo ber Ißunft O' auf OC liegt. — 

§. 217. 933 e n n man in ber (Sbene eines S)reiecfeS ABC 
eine SranSoerfafe jiefjt, welifie bie Seiten btfffelben in 
ben fünften a,b,c fdjneibet, unb man nimmt auf jeber 
Seite ben Ijarmonifdj conjugirten if|reS 3)urd)fdjnittS* 
punfteS mit ber StanSoerfale in ©e$ug auf bie beiben 
baranliegenben Scheitel beS SDreierfeS; fo geljen bie brei 
©eraben, welche bie fo bejiimmten brei fünfte a‘, b‘, c' 
mit ben gegenübetliegenben Spifcen beS 2)reie<feS »er* 
binben, burdj benfelben fßunft P. — 



unb: 


aB 

TC 


bC 
bA ‘ 


fl = I, (8- 201) 
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a'b bC _ b'C cA c'A 

a‘C ’ bA ~ VA ’ cB ~ c'B 5 (& * ° } 


fofgli^: 


a‘B b'C c'A 
aC * VA ' c'B ~ 


roorauö erhellet : bafj bie brei ©traben Aa',Bb',Cc‘ burdj benfel* 
ben fßunft geljen (§. 205). 

2Benn bie’ Dranöoerfale in unenblidfe Entfernung rücft; fo 
folgt Ifterauö: Die »on ben Spifcen eineö Dreietfeö nad) 
ben Bitten ber ©egenfeiten gejogenen ©eraben burdj* 
fc^neiben fic^ in bemfelben fßunfte. — 

§. 218. SBenn man in ber Ebene eineö Dreiecfeö eine 
Sranöoerfale jieljt unb auf jmei Seiten bie fPunfte 
nimmt, roeldje mit ber Dtanöoerfale biefe Seiten fjarmo* 
nifdj teilen; fo liegen bie beiben fo beftimmten fünfte 
mit bem Durdjfdjnittöpunf te ber britten Seite unb ber 
Sranöoerfale in geraber Sinie. — 

Denn bie Sranöoerfale fdjneibet bie Seiten beö Dreictfeö ABC 


a 



in brei fßunften a,b,c, für toeldje man Ijat: 


aB bC cA 
aC ’ ~bÄ • ~7E 


1 , ( 201 ) 


unb Wenn man auf ben beiben Seiten AB, AC bie beiben fünfte 
c',V befiimmt, toeldje mit c, b biefe Seiten &armonif<$ teilen; 
fo Ijat man: 

cA _ c'A bC _ b'C . 

cB c'B J bA ~ VA ’ 
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folglich: 


aB b'C c'A 
aC ‘ VA ' c'B 


worau« errettet: bafj bie brei fünfte 6', c', a in geraber Sinie 
liegen. — 

§, 219. 3n jebem 2>reiecfe geben bie .fjalbirungöli* 
nien ber brei SBinfel burch benfelben ijjunfr. — 

2)enn jebe« ber brei Serbältniffe : 



sinaAB sinbBC sincCA 
° sinaAC’ sin bBÄ ’ sin c CB 


iji offenbar = — 1; folglich ifl auch i§r 
fßrobuft = — 1, roorau« folgt: ba|j bic 
brei ä&infelhalbirenben burch benfelben iJJunft 


§. 220. 3« jebem JDreiecfe treffen bie .fjalbitenben 
bet Supplemente ber brei SBinfel bie ©egenfeiten in brei 
in geraber Sinie liegenben fünften. 

SDenn toenn a, b, c fünfte bieferJfjjalbirenben ftnb, fo ifl jebe« ber 
brei 32erf)ä(tniffe (a) = -j- 1 , ihr jjjrobuft mitbin auch = -j- 1; unb 
folglich treffen bie brei ^albirenben bie brei Seiten in brei in ge* 
raber Sinie liegenben fünften. — 


§. 221. 3n jebem 3)teiecfe treffen bie ^albirenben 
jroeier SDinfel unb be« Supplemente« be« britten 2Bin* 
fei« bie ©egenfeiten in brei in geraber Sinie liegenben 
fünften. — 

2>enn jtoei ber brei 33erhältniffe («) ftnb = — 1 unb baö 
britte ifl = -j- 1; folglich i£)t Ißrobuft = -f- 1 , »uorau« folgt: 
baff bie brei jßunfte a , b, c in geraber Sinie liegen. — 


§. 122. 3n jebem CD r ei e cf e fchneiben f i cf) bie^albiren» 
ben bet Supplemente jmcier SBinfel auf ber ^albiren» 
ben be« britten SBinfel«, — 


$)enn für bie ^albirenben ber Supplemente ber beiben SBinfel 

B, C ifi: 
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sin b BC 
sin bBA 


= +l 


sin e CA 
sin c CB ’ 


unb für bie .fpalbirenbe beS SBinfelS 

A ifi baS üBerfrflltnifi * 1 ” a lj 
smaAC 

folglich baS fßrobuft tiefer brei 93er» 
•» l)äftniffe = — 1, roaS beweifi, bafj 
bie brei ^jalbirenben bufö b enf eiben fpunft geljen. — 


§. 223. S33enn man auS bemfelben fünfte Strahlen 
na<$ ben brei ©pifcen eineö DreiecfeS jieljt, fo f d; n e i b e n 
bie in biefem fünfte auf biefen ©trauten errichteten fßer» 
penbifel bie gegenüberfiegenben ©eiten beS 2)reiecfeS in 
brei in geraber 8 i n i e liegenben fünften. 

2)enn bie brei ©tragen unb ihre fßerpenbilel bitben ein 3n= 
»olutionSbüfcbel (§. 152), unb folglich föneiben fte bie brei 
©eiten beS 2)reiecfeS in brei in geraber Sinie liegenben fünften 
(§. 207). 

§. 224. SBenn man burdtj ben» 
felben fßunft O brei ®erabe jiefjt, 
n>elche mit OA,OB, OC SSinfet 
bilben, bie biefelbe £albirenbe OL 
haben; fo treffen biefe brei ©e» 
raben bie ben 2B infein A,B,C 
gegenüberliegenben ©eiten in 
brei in geraber Sinie liegen» 
ben fßunften a, b, c. — 3>nn 
fte bilben mit OA, OB, OC eine 

Snsolution (§. 153). 



§. 225. SBenn man »on ben ©pifcen eines 2)reie<feS auf bie 
©egenfeiten fßerpenbilel jieljt, fo bilben fte mit ben ©eiten fedjS 
©erabe, jtoiföen toeföen bie 3n»olutionSretationen fiattftns 
ben (§. 152), unb folglich gefjen biefe brei fßerpenbifel 
burdj benfelben fßunlt (§. 207). 

(Sbenfo ergibt ffö ber ©a&: 

SÖenn man aus ben ©pifcen eines fDreitfeS nach ben 
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©egenfeiten fdjiefe Linien unter 2ß in Fe In jiefft, beren 
.fpalbirenbe ju berfelben ©eraben parallel finb; fo gehen 
biefe brei fdjiefcn ©eraben burd) benfelben $unft. — 

2>enn fte fielen mit ben Seiten beö SJreiecfeö in Snoolutionö* 
bejief)ungen. (§. 153). 

§ 226. SBenn man bie £albirenben ber Sßinfel jie^t, 
unter melden bie brei Seiten cineö Sreiecfeö von einem 
gemiffen fünfte auö erfdjeinen, foivie bie ^albrrenben 
ber Supplemente biefer Dßinfel; fo fchneiben bie (extern 
bie ©egenfeiten in brei in geraberSinie liegenbeit fflunf* 
ten, unb baffelbe ift ber gall mit jtvei ber erften Jpalbi* 
renben unb ber beö Supplementes beö brittert SBinfelö. — 

3)enn bie in jebem gatte betrachteten brei 2ßinfelf)albirenben 
bilben mit ben nach ben Spitjen beö Dreiecfeö gejogenen @era* 
ben eine 3n»olution (§. 171"), unb folglich treffen fte bie ©egen* 
feiten in brei in geraber Sinie liegenbeit fünften. — 

gerner treffen bie .£>a Ibirenben ber brei 935 i n Fe I bie 
©egenfeiten beö 2)reiecfö in brei foldjen fünften: baf? 
bie von biefen fünften nach ben gegenüberliegenben 
Spifccn gejogenen ©eraben fiel) in bemfelben fünfte 
fchnciben — unb baffelbe ift ber gall bei ber ^albirenben 
eineö bet brei SBinfel unb benen ber Supplemente ber 
beiben anbern Sßinfel. — 

Diefet Sah ift nach §• 217 eine unmittelbare golge auö bem 

»orljerget)enben. 

§. 227. SBenn brei paartveife fjomologifc^e 2)reiecfe 
(§. 212) biefelbe 2lre ber Homologie hoben, fo liegen ihre 
brei Sfittelpunfte ber Homologie in geraber 2inie. 

©S feien abc,a‘b‘c,a“b"c" bie brei 2)reiecfe, beren ho m ologe 
Seiten ftch je brei in brei in geraber Sinie liegenben fünften a, G, y 
fchneiben; fo geben bie brei Seiten ab, a'b‘, a"b" bie beiben 3)rei« 
eefe aa'a", bb'b“, beren Spieen paarmeife auf brei burch benfelben 
fffunft y gehenben ©eraben liegen, golglich fchneiben bie brei 
Seiten aa',aa", a'a“ beö einen bie brei Seiten bb',bb",b < b" beö 
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unbern in brei in geraber Sinie liegenbeit fünften (§. 211), unb ' 
biefe fünfte jtnb bie brei 9flittelpunfte bet Homologie ber brei ge* 
gebenen S)reietfe ( je jivri unb j»ei genommen; folglich ic. 

3»ei ^omofogiidje X>reieefe , beten 2lre ber Homologie in un* 
enblidjet Gntfernung liegt, »erben fcomotljetifctje (ä^itli^e unb 
cihnlid) liegenbe) genannt, äßenn alfo brei 3)reietfe paarroeife 
homotl) etifdje finb, fo liegen ihre fDiittelpunfte bet 9lef)n* 
lidjfeit ober ^»omot^etie in geraber 2inie. — 

§. 228. SZBenn brei pnntroeife ^omologifc^e 2)reie<fe 
benfelben ®?it telpunft ber Homologie haben, fo gehen 
ihre brei Slren ber Homologie burch benfelben fßunft. — 
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g« feien abc,a , b‘c',a"b"c" bie brei 2>reiecfe, beten Spifcen je 
btei auf brei in bemfelben fünfte S, bem gemeinfchaftlichen SRittel* 
punfte bet Homologie, fidj fchneibenben ©eraben liegen. 3)ie brei 
Seiten ab,a'b l ,a"b" bilbcn ein ÜJreiecf, unb bie brei Seiten ac, 
a'cf, af'cf ebenfall«. !Diefe beiben Dveierfe, finb bomologifch, weil 
bie brei Seiten be« einen bie be« anbern refp. in brei in gerabet 
Sinie liegenben fünften a,a‘,a" fchneiben; unb folglid) liegen bie 
Spifc*» ber beiben Dreiecfe paarweife auf brei burdj benfelben 
ifJunft gef)enben ©eraben (§. 212). 2>iefe ©eraben ftnb aber bie 
Slren ber Homologie bet brei gegebenen Dreietfe; folglich ic. 

g« liegen (ich über ba« fDreiecf noch viele anbere Sä&e unb 
«Relationen aufftellen, unb wir bubt" nur bie mitgetbeilt, welche 
Slnwenbungen geftntten. ?luch für He 93ielecfe gibt eö ähnliche 
Sähe unb «Relationen, wovon bie in ®ejug auf ba« $reiecf nur 
pecielle gäUe ftnb, unb bei welchen bie 3eichenregel ebenfall« 
auf bie betrachteten Segmente unb Sßinfel angewanbt werben fann 
— 2ßir wollen be«balb über bie S? i e 1 e cf e einige biefer Sebrfätje. 
hier mittbeilen. — 


ffiißenfchaften btt SDielecf*. 



gejogene $ran«vetfale bie fucceffiven Seiten beffelben 
in ben fünften a,b, e, ... fdjneibet; fo b at man bie 9ie* 
lat Ion: 


(D 


a A 
aB 


bB 

bC 


cC 

cD 


-+ 1 , 


fl 
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uu-nn auf bie beiben 2lbf<$nifte jebet Seite bie 3ei<fien* 
reget angewanbt wirb. — 

9Bir wollen jeigeit: baji, wenn ber Sa& für ein ©ieletf »on n 
Seiten wobr ift, er eö aucf) für ein ißielet! »on n-fl Seiten ifi. 

— 5Benn ber Sebrfajj für ein «ßiefecf ABC E »on «Seiten 

gilt, fo Ijat inan bie ©teictyfyeit: • 

<iA bB eE _ 

a B ' bC eA ~ ’ 

©itbet man nun ein 93ie1ecf »on n+1 Seiten, inbem man 
für bie Seite EA jrnei anbere EF, FA fejt; fo Ijat man in bem 
»on ber $ran6»erfale gelittenen £)rciecf AEF bie ©leicf^eit: 

eA e'E fF 

eE ’ e'F ‘ FA ~ l > 

unb Wenn man bie beiben ©feic^fteiten in einanber inultipticirt : 

aA bB fF 

aB " ~bC~ ~FÄ ~ • 


wetd^eö bie ©leicfjung für ein Siefecf »on n-fl Seiten ift. — 
SBenn atfo ber Sefjrfafc für ein SBielotf »on «Seiten gilt, fo gilt 
er audj für ein SJielctf »on n-fl Seiten. — 9?un gilt er aber für 
ein 2>teietf (§. 201), folglich auef> für ein «Biererf, je. 

81uö ber@teitbung (1) erfüllet: baft bie Slnjabt bei negativen 

SSerffültnijfe »on ~ß~> • • • immer eine gerabe ift, fo baf» man 
ben Saft fjat: 

©ine Jranöoeriale in bet ©bene einefl Hielerfiö trifft immer 
eine gerabe Hnjaljl feiner Seiten felbft. — 



§. 230. SB eit n inan »on einem 
fünfte O nad) ben Spieen eiiteä 
Sietecfeö ABC... Strahlen jieljt, 
|o f in bet jw ifdje n ben Sinuffen 
ber ÜBinfet, welibe bieie Straf)» 
len mit ben baraitliegenben Sei» 
ten bilben, folgenbe Relation 
ffa tt : 


14 * 
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(2) >in 0 AB sin O B C sin OE A , . 

sin 0 AE ' sin OB A " ’ sin OED “ ' 

n>o ba$ obere, ober ba« untere 3«$™ gilt, jenad)bem bi« Sin* 
jrt^l n ber Sßinfelfpi&en ober berSeiten beb 93ieret!eö eine gerabe, 
ober e||ie ungerabe ift. — 

ÜJiefer Sab wirb <mf übnlidje Slrt mie bet oorbergebenbe be* 
triefen, inbem man geigt: baf? berfeibe für ein 93ieletf »onn-fl Seiten 
gilt, wenn er für ein SSieierf »on n Seiten ttabr ifi. — Silbet 
man ju tem 3wetf ein SBieletf oon n + 1 Seiten, inbem man jroi* 
fcben ben Spieen A unb E eine neue SjMbe F einfdjaltet, ober 
für bie Seite AE bie beiben Seiten AF, EF febt; fo bat man in 
bem 2>reietfe EFA bie ©leidjb*it: 

sin 0 AE sin OFA sin OEF ^ 

sinOAF sin 0 FE ‘ sin OE A 

füJiultiplicirt man biefe ©leidfbeit burdj C2), »eldje nad) bet 
SorauSfefcung ftattfinbrt; fo erhält man: 

sin 0 AB sinOBC sin OEF sin OFA , . 

sinOAF sinOBA sin OED ’ sinOFE — 

®iefe ©leidjung geigt: baji ber Sab fü* «nffiieleef von n-j-t 

©den ober Seiten gilt, wenn er für ein SSieleif oon n Seiten 

gilt. — 9?un gilt er aber für ein fDreiecf (204), mitbin audj für 
ein 93iere<f, u. f. nt. 

Slu6 ber lebten ©leidjung folgt: bafi bie Slnjabl ber negati* 
oenSinuöoerbültniffe eine gerabe, ober ungerabe ifl, jena^bem 
bie Slnjabl ber Seiten beö SBieletfeö eine gerabe, ober ungerabe 
ift. — ®?an bat alfo ben Sab: 

3)ie Slnjabl ber »on einem fßunfte nach ben Sj>iben eine« 
UJielecfeö gezogenen Strabltn, n>eldje in bie SBinfel bed UJieledeö 
felbfi ober beren Sdjeitelmlnfel unb nicht in ibre Supplement« 
toinfel fallen, ift eine gerabe, ober ungerabe, fenacbbem bie 
Slnjabl ber Sptyen ober Seiten beä Sieleded eine gerabe, ober 
ungerabe ifi. — 
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§. 231. SBenn matt but$ 
Die <S i ^ e n ' fine« 3?iel« 
ecfe« ABCDEF beliebige 
©trabe Aa, Bb,... jieljt, 
weifte ein bem erfien «nt. 
ftttiebene« 93 ie I erf abcdef 
bilben; fo bot man bie 
Relation: 

Aa Bb Ff , sinaAF tinbBA sin f FE 

Af Ba Fe — tinciAB ' sinbBC * ’ sinfFA ’ 

wo ba« obere, ober untere 3 l ' £ b en a* 1 */ iena*$bcm . bie 
SlnjafM ber Seiten bcö SSielerfe« eine gerate, ober uuge» 
rabe ift. — 

2Bir wollen Wiebet beweifen: bat, wenn ber Safc für ein 
93ielecf oon n Seiten gilt, er aud) für ein iBietedf »oit n-f 1 Sei» 
ten ABCDEF flattfinbet. — gür ba« iBielerf oon «Seiten 
ABCDE ift aber na<t ber a3otau«|e$ung: 

Aa Bb Es sinaAE ein bBA sinsED 

Ba Ed — ein a AB sinbBC’" einsEA 


(3) 


As 


unb für ba« $reiecf AEF tat man: 

As Ee Ff sinsAF sin eEA sin f FE „na-) 

AF " Es ’ Fe sinsAE sineEF sinfFA 

ÜJlultiplidrt man bie beiben lebten ©leicbteiten in einanbet, 
fo erhält man bie ©leiftteit (3). SBenn alio ber Safe für ein 
Bielerf »on «Seiten gilt, fo ftnbet er auct für ein Sielecf »on 
« 4-1 Seiten fiatt. — 9?un ift berfelbe aber für ein 5>reierf be* 
wiefen; folglich gilt er auch für ein Sßierecf, günfetf, .. . 

2)ie beiben Säfce in §. 229 unb §. 230 fönnen al« befonbere 
güHe beö gegenwärtigen betrachtet werben, wie bei bem ÜJreierfe 
(§ 209). 

§. 232. SBenn burd) 
bie Spifcen eine« 
ffiielerfe« ABC... be=> 
liebige ©erabe Aa, 
Bb, Cc, ... gejogen 
Werben, unb eine 
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Siranöoerfale trifft bieSeiten beö 93ielecfed in ben iflunf* 
tm a,G,y,... fo Wie biefe@eraben in ben fünften a,b,c,...‘, 
fp fjat man jWifchen ben Sinuffen ber SBinfel, weiche bie 
gejogenen ©eraben mit ben ©eiten be$ IBielecfeö bitten, 
«nb ben Segmenten, welche biefe SB in fei auf ben $ranö» 
oerfale a&fc^neiben, bie [Relation: 

. sinaAB sin bBC sincCD au &£ cy 

sinaAF ' sinbBA ' sincCB a<p ‘ ba ' cS ‘ ' ‘ ’ 


wo baö obere, ober untere 3 f ' c b {n gilt, fenadjbem bie 
3abl ber ©eiten beö SielecfeS eine gerate, ober ungt» 
rabe ift. — 

5»enn jiefit man »on einem fünfte O ber SranSoerfale ©e» 
rabe nach ben Spieen beö 93ielecfe$, fo fann man fdjreiben: 

/ sin aAB sin Ö AB \ / sin bBC sin OBC \ 

\ sinaAF ' sinOAF ) \ sinbBA ' sinOBA ) ’ “ 

, / aa Oa \ / bG OG\ 

— \aip ' 0(p / \ ba' Ou 

benn bie gaftoren Oa, OG, ... im jweiten Steile heben ftch gegen» 
feitig auf, unb baffelbe ift bei ben in ben erften $heil eingeführten 
©inuffen ber gatf, weil man h«t: 

sin 0 AB sin OBC sin PCD , . „„„ 

sinOAF " sinOBA ‘ sinOCB ~ 



Sffun finb aber bie anharmonifchen SBerhiltnijfe im erften Jh f > lf 
ber ©leicfjung (u) refp. benen im jWeiten 3:t)eilf gleich; folglich 
finbet biefe ©leichung, unb mithin auch bie ©leichung (4) fiatt. — 
2luö bem »orhergehenben ©afce folgt: fDieSInjafjl betSeg-- 
mente ber Itranöoerfale, welche in ben ©infein be«93ie[» 
ecfeö felbft, ober beren ©djeitelwinfeln unb nicht in ilj» 
ren Supplementen liegen, ift fie tö eine gcrabe. — 

$>enn Wir Wollen annehmen, bafi bie ©eraben Aa, Bb , ... 
alle in ben ©infefn be$ 33ielecfe3 felbfi gezogen ftnb; fo ifi jebe« 33er» 


hältnifj wie negati», Wenn baö ©egment q>a in bem ent» 

fprechenben' ©infei A felbft ober in beffen © he itelw infei liegt, 
unb pofiti», wenn e$ in bem ©upplementwinfel liegt. — 
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60 brauet alfo nur bewiefen }u »erben: ba£ bie 3«f>i ber nega* 
tioen SBerljdftniffe »on üfL . immer eine gerabe ift. 

aip ba 3 

— SSBenn nun bie 3 ä f>I b#t SBinfei be0 SSielede« eine gerabe ifi, 
fo man in ber @(eid)ung (4) ba« + JU nehmen; «ber 

al0bamt ift itjr erfter S^eil pofiti»; mithin ber jweite audj, 
unb fofglidj bie 3«^ ber negativen Serljäitniffe gerabe. 

SBenn bie 3>ibl ber SBinfel be0 93ielecfe0 ungetabe ift, fo ift 
ber j»eite Ztjäl ber ©ieidjung (4) mit bem 3*^^^ — 3“ nehmen; 

aber bet erfte Dljeil ift negatio; foigtidj ba0 fßrobuft j~--- 

bofiti», unb enblid) bie 3<>&1 ber negatiben 93er&ä(tniffe ge* 
rabe. — 



8$ *iJi> 


§. 233. SEBenn man 
auf ben Seiten eine« 
SBieletfe« ABCD... 
fünfte a,b,c... nimmt, 
unboon einem fünfte 
O nadj ben Spi&en 
be« SBielecfeö unb nadj 
ben fünften a,b,c,... 
©erabe aief)t; fo bat 
man j»if<f>en ben Sinuffen ber SEBinfel, »eldje biefe ©e* 
raben biiben unb ben Segmenten, »eidje biefe fßunlte 
auf ben Seiten be0 93iele<fe0 beftimmen, bie Relation: 




tinaOA tinbOB 
tina O B ' Bin bOC 


aA bB 


aB ' bC 


Denn jictjt man burd) ben ffjunft O eine fefte ©erabe OL, unt> 
bezeichnet bie fünfte, »o fte bie Seiten AB,BC,.. beö ffiielecfe« 
trifft, mit a‘, b‘, . . fo fann bie obige ©ieicbbeit »ie folgt ge« 
f^rieben »erben: 


(«0 


\ 


tinaOA sin LOA \ f sin b OB _ sin LOB \ 
sinaOB ' sin LOB )\ tinbOC sinLOC ) 

( aA a‘A \( bB . b'B \ 

~V aB '• aB J\ bC ' b' C 
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2>rnn alle in ben erfien eingefübrten ©inuS ^fb<n ftdb 
paarroeife auf, unb »egen ber Stelation: 


a'A b'B 
a'B 'VC ' 


= 1, (1 229) 


beben ftd) aud) alle in ben feiten S^eil eingefübrten ©egmente 
gegenteilig auf. — 9?un ift aber jebeS anbarmoniicbe 9Berf)äUni! 
beS erfien Jf)eile6 bem entfjjrec^enben beS jroeiten Jljeileö gleich; 
folglich frnbet_bie @(eid)beit (a'), unb mithin aud? bie @leid)bfit 
(a) jiaft. — 

5Benn bie@eraben 0a,Ob... bie ^albirenben berSBinfel 

AOB, BOC, ... jinb, fo ifi-jebe« ber %erb&ltniffe — 

sm aUli 

unb man bot bafjer ben ©a&: 

2Die ^»albirenben ber SBinfel, unter t»eld?en bie ©ei* 
len eineö 33ieIccfeS ABC... »on einem fefien 5ß unfte aus 
erfdjeinen, treffen biefe ©eiten in fünften a,b,... »on 
foldjer Sefcfjaffenbeit, baf? man bie SRelation Qat: 


aA bB , 

aB ’ bC 


roo baS »bete, ober untere 3«i^en gilt, jrnadjbem bie 
©eitenja^I beS SfielecfeS eine gerabe, ober uttgerabe ift. 

SBenn bie ©eraben Oa . . . bie ^albirrnben ber Supplemente 
ber SBinfel beS SiclecfcS fntb, fo ift ber erfte Jfjcil ber ©leicbung 
(«) immer pofiti», unb man bat baljer ben ©ab: 

2>if cjpalbip enb en ber Supplemente b er SBinfel, un* 
ter welchen bie ©eiten eines 93ielerfeS ABC... »on bem* 
felben fünfte auS erfcpeincn, treffen biefe ©eiten in 
fßunften a,b,... »on folget Sefdjaffenbeit, ba§ man t>nt: 

ß A bB 

aB ' bC U 

21 uS biefem Se^rfa^e ergeben jicb auch bie in §. 226 burd? 
anbere ©etra^tungen über baS £>reiecf bewiefenen ©äfcf- — 

(fiflcnfcbaften beS SöierecfeS 

1 234. $ie allgemeinen Sigenfchaften beS SJieledeS finb 
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offenbar audj auf ba« ?B i c r e cf amvenbbar; allein biete gignt bietet 
audj nodj bet'onbere ©igenfdjaften bar. 


tradjtet biefe vier fünfte al« bie fucceffiven Spieen ei; 
ne« jtveiten 93 i er e cf e ö abcd, fo liegen bie Durd>fd)nitt«> 
punfte ber ©egenfeiten biefe« festem auf ben beiben 
Diagonalen be« erfiern. — 

3 .99. bie beiben ©egenfeiten ab, cd ft^neiben ftcfc auf ber Dia» 
gonale AC. Denn wenn fte bie Diagonale in jtvei vertriebenen 
fünften e,e' fc^nitten, fo f)ätte man in ben beiben Dreietfen ABC, 
ADC bie {Relationen: 

aA bB sC _ . cC dD t' A _ . 

~ÖB ‘ ~bC~ ' ~sÄ ~ ’’ cD ‘ dA ’ S'C ~ ’ 

au« beren ‘OTultiplication unter 33eadjtung ber ©leidjung (1) folgt: 
r> ft n 

--- - , meldje« »eint: baß bie beiben fünfte e,t' jufam* 

tA i A 

menfallen. gc*lglivf> «• 

§ 235. Umgefefjrt: SBenn man burd) einen fflunft t ber 
Diagonale AC eine« 3?iererfe« AB CD Jtvei beliebige® e* 
rabe jießt, wovon bie eine bie beiben ©eiten AB, BC in 
a.b unb bie anbeie bie beiben ©eiten CD, DA in c,d 
fdjneibet; fo ßat man jtvifdten ben Segmenten, welche bie 
vier fünfte n,,6,c.ctauf ben ©eiten be« lUeretfe« beftim» 
men, bie Relation: 



SSenn man auf ben 
©eiten eine« 93 i er e cf e d 
ABCD vier fünfte a, b, 
c,d von fold)er2Jefd)af* 
fenljeit nimmt, baf bie 
{Relation: 



flattfinbet, unb man be* 


0 ) 


aA bB cC dD 


aB ’ bC ’ cD ’ dA 
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unb mithin fdjneiben fi<h bie bet ben ©etaben da,cb auf 
bet jweiten diagonale BD. — 

$>enn wenn bie beibert ©eraben ab, cd ftdj in einem fünfte 
£ ber diagonale AC föneiben, fo bat man bie beiben ©leicbungen: 

, x aA bB eC t cC dD sA , 

(a) ~äW • bC • sA cD 1 ~dT - sC ~ ’ 

auö beten OTuttiplifation ftdj bie Relation (1) ergibt. — Unb nad)* 
bem biefe ©leidjung betriefen ifi, folgt: baf? ftdj bie beiben ©era* 
ben ad,bc auf ber ^Diagonale BD fdjneiben (§. 234). — 

SJBenn bie beiben burd) ben Sßunft e ber diagonale AC gejo* 
genen ©etaben in eine jufammenfaHen, fo ftnben bie beiben ©lei* 
jungen (a) immer nodj fiatt, unb bie ©leidjung (1) ergibt jt<$ 
barau$, woburdj ber 0a & in §. 229 für ba$ 93 i e r e cf bireft bemie* 
>en Wirb, nämlid) ber Sefjrfofc: SJBenn eine Üranöoerfale bie 
nier ©eiten beö 93 i ere cf eö ABCD in »ier fünften a,b,c,d 
fd&neibet, fo bat man bie Relation: 

aA bB cC dD . 

cZT ' dA ~ ' 

§ 236. SZBenn man butd) 
bie SDurdjfchnittöpunfte t, et 
©egenfeiten ein eö SB ierecfe« 
ABCD jtoei ©erabe jieljt, 
roeldje biefe ©eiten refp. in 
ben ißunften a,c unb b,d 
'djneiben; fo ^ a t man jn>i< 
fc^en ben ©egmenten, wel* 
c^e biefe fünfte auf ben 
» i er ©eiten be« 93 i er ecf e « 
befiimmen, bie Relation: 

aA ■ bB cC dD . 

aB ‘ ~bC ’ cD ' dA ~ 

unb folglich fcbneiben fid) bie ©egenfeiten be$ SBierecfe« 
abcd, helfen ©pifcen biefe Sßunfte finb, auf ben 35iagona* 
len be« Sßierecfeö ABCD. 


aB bC 
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3>ertn ba« anfjarmonifdje S3erfjältnifj bet oierfßunfte E,A,a,B 
if» bem bet »ier fünfte E, D, c, C gleit*, fo baß man &at: 


a A 

EA 

cD 

ED 

a B 

EB 

cC ’ 

EC ’ 

bB 

. . FB 

dA 

FA 

bC 

' FC 

dD • 

FD ‘ 


Sliiö bi e feit beiben ©leidjljeiten folgt burt* Wultiplifation: 

A_ bB cC dD _ EA.EC FA. FC 

B bC cD ' dA EB.ED : FB.FD ' 



2)ct jweite Jßeil biefer 
©feidjljeit iß aber nacfj § 199, 
1 ber ©infKitgleicf;; folglidj 
nud) ber erfie. — golglidj jc. 


8.237. SBenn man burdj 
bie ©pifcen be« ißierecfeö 
ABCD bie ©eraben aA, 
bB, cC, dD fo jieljt, baß 
bie SRelation ftattfinbet: 


( 2 ) 


sin a AD sin b B A sin c C B 

sin a AB sin b B C ’ sin c C D 


sin dDC 
sin dDA 


fo finb biefe »iet ©etaben bie fucceffioen ©eiten eine« 
bem erften Sßieretfe umfdjriebenen SSierecfe«, beffen 25ia* 
flonalen bnrcb bie 2)urcf>fd>nitf«punftc ber ©egenfeiten 
be« erflern gefjen. — 

2>iefe« folgt au« §. 231 unb §. 234; benn ba bie ©leidjung 
(2) nadj ber SBorauflfefcung ftattfinbet, fo ftnbet bie ©leidjung (1) 
in §.234 audj Patt, unb mithin gebt bie ^Diagonale AC burrf) ben 
Durdjfdjnitt«punft ber ©egenfeiten ba, cd (§ 234.). — 

SDtan fann übrigen« biefen ©af audj auf äfmlidje SZBeife mie 
ben in §. 234 bireft betveifen. — 

$. 238. 3n jebem 93ieretf bilben bie «fjalbirenb en ber 
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»iet SBinfel ein j n> e i te d SHerecf, beffen Diagonalen 
butch bi e Durfdjnittflpunftc bet ©egenfeiten be« erflen 
gehen. — Daffelbe i f) bet gall, Wenn ba« jtoeite 93 i er erf 
»on ben £albirenben bet Supplemente ber »ier SBinfel 
be« erflen, ober »on ben ^olbirenben j W e i er 933 in Fe I unb 
ben 4?nlbirenben ber Supplemente bet beiben anbetn 
Sffiinfel beffelben gebilbet Wirb. 

Denn in jebem biel'er brei gälle geben bie betrachteten #albi* 
renben bie ©leicpung (2). — 

§ 239. 2Benn man burcp bie Spieen eineö 93 ierecf e « 
ABCD »ier © erabe Aa, Bh, Cc, Dd fo jiebt, bafibieDurch> 


x 



IdjnittSpunfte ber ©egenfeiten b e d »on biefen ©eraben 
gebilbeten 93 i er e tf e d abcd auf ben beiben Diagonalen 
b e 0 e r fl e n 9?iereefe6 liegen; fo hat man jroifchen ben Si* 
nuffen ber SEBinfel, welche biefe ©eraben mit ben Seiten 
b e 0 e r ft e n 93icrecfe0 bilben, bie Relation: 


sin a AD sin b B A sin c CB sin d D C 

^ sin a A B ' sinb B C sin c CD ’ sin d D A ’ 

unb folglich gehen bie Diagonalen bc 0 gweiten 93ieretfe0 
abcd burch bie Dur<hl'chnitr$punfte ber ©egenfeiten be« 
erften ABCD. — 

Denn bie Diagonalen be« ißierecfe« ABCD gehen nadj bet 
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93orau6ft$ung burdj bte durd^nitttyunfte bet ©egenfehen be« 
®iettcfeö abcd ; folglidj ^at man nad) §. 236 bic Relation: 

Aa Bb Cc Dd 

Ab Bc ' Cd ‘ Da ~ *' 

nnb wenn man btn €afc in §. 231 auf ba« ffiiered anwenbet; fo 
|at man bie ®(ei$ung (fi), worauö aldbann nad) bem vorljerge« 
^tnben 8el)ttafce folgt: bafj bie diagonalen ac,bd be« ißieretfe« 
abcd burcfc bie durdjfcfjnittäbunfte ber ©egenfeiten be« ®ierecfe« 
ABCD geljen. — 

tfiflcnfchafttii be« ®ed>«tcfe«. 

8. 240. SBenn »on fed)« ©traben j»ei »on ben »ie* 
anbern Ijomograpljffct) geteilt »erben, fo ifl bie« and} 
mit irgenb j»ei anbern ber gall. — 

®« feien A, B, C, D, E, F bie 
led)« ©eraben, »o»on bie vier erflen bie 
j»el lebten E,F ffomograpfiifdi), 
b. \) fo tljeilen, baß ba« anljarmonf* 
\d>e 93er$4ltnifi ber vier fünfte a, 
b, c, d auf E bem ber »iet fßunfte 
a 1 , b‘, c‘, d' auf F gleicf) ifl; fo Wirb 
behauptet: bafi j. ö. audi bie btiben 
©eraben A,B burd& bie vier anbern 

C, D, E, F ljomogra|)§ifd} get^rilf 

»erben. — denn eö fei O ber durdj* 
fdjnittejmnft ber beiben ©eraben C, 

D, fo iff, »eil baö auljarmoniföt 

93er$4ltnifj bet vier fünfte a, b, 

c, d bem ber vier fßunfte a‘, b‘ , c', d‘ gleich ifl, audj ba« ber Vier 
©eraben Oa,Ob,C,D bem bet »iet ©eraben Oa‘, Ob', C, D gleit®, 
fo baf man bie ©leidjljeit $at; 

»in (0 a, C) ' sinCOb,C) »in (0 a‘, C) . sinjOb“, C) 

tin(Oa,D) ' sin(Ob,D) sm{Oa‘,D) ' sin (O b‘, D) ’ 

ober: 
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ain(Oa,C) tin(Oa',C ) «in {Ob, C) _ sin{Ob‘,C) 

tin(Oa,D) $in(Oa‘,D) $in(Ob,D ) sin{Ob‘,D) 

@8 ift alfo ba8 anbarmonifdje 93crbältnifj ber »ier ©eraben 
Oa, Oa 1 , C,D bem ber »ier ©eraben Ob, Ob',C,D gleidj; folglich 
iji au$ ba8 anfjarmonifcbe SBerljältnifi ber »ier Durd}fcijnitt8punfte 
ber erften mit ber ©eraben A bem ber Durd)fd;iiitt8punfte ber »ier 
lebten mit ber ©eraben B gleid), unb mithin finb bie beibeu @e* 
raben A,B bomograpl)ifd) geteilt. — -£>ieraud folgt: baf? audj 
eine ber beiben ©eraben E, F unb eine ber »ier übrigen, j. SJ. E 
unb D, bomograpbifdj geteilt werben, fo bafj ber ©afe »ollftünbig 
bewiefen ifh — 

§. 241. SBenn jwei ©eiten eine« @edj6etfe8 »on ben 
»ier anbern ^omograp^ifc^ geteilt werben, fo gef>en bie 
brei Diagonalen, welche ©egenecfen »erbinben, burcf> 
benfelben fßunft. 



r 68 fei ABCDEF ba8 @ed)8ecf, unb 
AB, DE feien jwei ©egenfeiten beffelben, 
wo»on bie etfle burdj bie beiben ©eiten 
CD, EF in ben fünften d', e' unb bie 
jWeite »on ben beiben ©eiten BC,AF, 
i$ ben fünften b‘, a‘ gefdjnitten wirb; 
\ fo ifi na<$ bet 25orau8fe$ung ba8 anljar* 
y monifd)e Sßer^ältni# ber »ier fßunfte A, 
B,d‘,e' bem ber »ier fünfte o', E 
ober E,D,b‘,a‘ gleid) C§. 26). Die »on jwei fünften be8 erfienSp* 
fteme8 nacf) ben in untgef efcrter golge genommenen beiben entfpre« 
djenben fünften bed lefcten ©»fieme8 gejogenen ©eraben fdjneiben fid) 
folglich auf berfelben ©eraben (§.72). Die fünfte C, Funb ber Durdj* 
fdjnittepunft ber beiben Diagonalen AD, BE finb fßunfte biefer 
©eraben, unb mithin fdjneiben ftdj biefe beiben Diagonalen auf ber 
brittert Diagonale CF, w. j. b. w. — 

Umgefeljrt: 9Benn bie brei Diagonalen, weldje bie @e* 
geneden eine8 @ed)8ede8 »erbinben, burd; benfelben 
fßunft geben; fo werben fiet8 jwei ©egenfeiten butdj bie 
»ier übrigen Ijomograpbifd) ge eil t. — 

§. 242. SBenn f ed^8 fßunfte gegeben finb, unb man 
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lieht »on jtt>ei berfelben burch bie »ter anbern Strahlen, 
unb bie fo gebifbeten Süffel fin b homographifcb; fo »ft 
baffelbe auch für jebe jt»ei anbere biefet fechöijiunfie al* 
SRittelpunfte jroeier ©üfdjel, ber gall. — 


feien A, B, C, D, E, F bie fech« 
fünfte, fo ftnb bie beiben ©üfthel, beren 
ÜJfittelpunfte E, F ftnb, unb beren Strahlen 
burch bie anbern »ier fünfte A, B, C, D 
gehen, nach ber ©orauöfefcung hontogta* 
bfMHh, b.h. fte haben gleite anharmonifcbe 
©erhältniffe; unb e 6 t»irb behauptet: baft baf* 
felbe auch "tit jt»ei ©üfheln ber gall ifi, 
beren ajlittelpunfte 3 . 33. A, B ftnb, unb 
beren Strahlen burdj bie anbern »ier fßunfte C,D,E,F gehen. 

$>enn bie ©erabe CD fchneibet bie beiben erfien Süffel, be> 
ren SRittelpunfte E, F ftnb, in 8 t»ei Spßemen »on »ier fünften a, 
b,C,D unb a', 6 ', C, D, beren anhatmonifdje ©erhältniffe gleich 
ftnb, weil bie beiben Süfchel homogtaphifch ftnb. 5Dlan hat folglich: 



aC 

bC 

a'C 

b‘C 

aD 

bD ~ 

aD 1 

b'D ' 


ober : 


aC a'C 

bC 

b'C 

aD ’ a'D 

bD 

b'D ’ 


b. h- baö anljarmonifthe ©erhältnifi ber »ter fünfte a,a',C,D ifi 
bent ber »ier fßunfte b‘, b', C, D gleidj. Solglidj f>ot ba$ Süffel, 
beffen ÜJlittelpunft A ifi, unb beffen Strahlen burch bie »ier fünfte 
a, a‘, C, D gehen, baffelbe anharmonifche ffierhültnifi, al$ ba« 
©üfchel , beffen ®?ittelpunft B ifi, unb beffen Strahlen burth bie 
»ier fünfte b,b‘,C,D gehen; b. h- bie »om fünfte A nach ben 
»ier fünften E,F,D,C geljenben Strahlen hoben baffelbe anljar* 
montfihe ©erhallnifi, als bie »on bem fßunfte B burch biefelben 
»ier fünfte gehenben Strahlen. 

60 ifi nun noch ju bettteifen: baf? bie beiben ©üfchel, beren 
üRittelpunfte einet ber beiben fünfte JE, F unb einet bet »ier fünfte 
A, B, C, D, 3 . 33. E unb D ftnb, unb beren Strahlen burch bie »ier 
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onbern fünfte gehen, ebenfalls homographif^ finb. £>We 0 folgf 
aber barauö: bafi bie beiben Büffel, beten ©iittelpunfte A, B flnb, 
homographinb finb. 2 >er @afj ift all'o bemiefen. — 

§. 243. äßenn in einem ©edjSetf bie aud jwei ©pifcen 
nad) ben »ier anbern gejogenen Strahlen jroei ^omo* 
graphifdj« Stiidjel biiben, fo liegen bie 3)ur<bf<hnittS* 
fünfte bet ©egenfeiten in gerabet Sinie. — 

, H« fei ABCDEF ba$ 
©edjöecf, unb G,H,J feien bie 
Durchfdjnittöpunfte bet btei 
fßaare »oit ©egenfeiten A B, 
c DE; BC,EF; CD, FA; fo 
wirb behauptet: bafj biefe btei 
fünfte unter bet gema<hfm53ors 
auöfe^ung in gerabet 2 inie 
liegen. — 

. 2>enn bie oier ©etaben BA, 
BC, BD, BF haben 3 . 33. nadj 
bet fBorauSfefeung baffclbe an$armonif$« ©erhättnih, als bie oier 
©etaben E A, EC, ED, FF, ober als EF, ED, EC, EA (§. 27). 
golglid) liegen bie fDurcbfchnittSpunfte ton irgenb jmei bet »ier erfien 
unb ben in ungeteilter Drbnung genommen jmei entfpredjenben ber 
oier lebten ©etaben ftetS mit bemfelben feften fünfte in gerabet 
Sinie ( 8 . 73). 9lnn finb aber D, C, fotvie F, A unb G, H btei 
ißaate fpldjet fünfte; folglich gehen bie btei ©eraben D C, FA, GH 
burch benfelben f^unft; b. h- ber fßunft J liegt mit G unb H in 
getabet Sinie; n>. j. b. n>, 

Umgefeljrt: 2 Benn bie btei 2 )urchfdjnittspunfte bet @e* 
genfeiten eines ©edjdecfeS in getabet Sinie liegen, fo 
finb bie SBüfdjel, welche irgenb jwei Hefen ju ihren 9JtiU 
telpunften haben, unb beten Strahlen butd) bie »iet an* 
betn Hefen beS ©edjSecfeS gehen, honiographM’eh- — 

©(etdjuttg einet ©etaben. 

8 244. 3n 8 . 186 felgg. haben »it gefehen: bah bie fünfte 
einet ©etaben auf oetfdjiebene SBeifen mittrlfi bet fDutchfchniUe 


j, 0Jn<f« p i^-ur.f 


•i«n )\a i 
i't . ; '; :Ni 



et; i i ft •itr.üiöfl ii-/ 
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jweier, ftdj um j»ei fefle fünfte breljenben ©tragen beftimmt »er* 
ben fömten, wenn bicfe ©tragen jroei ^ontogra^öif^e 93üM)el 
erjeugen, worin bie SJerbinbungGlinie ber beiben feften fünfte ein ge* 
meinfi$aftU(^er ©traf|l ifi (§. 68). — SBenn man nun bie # 0 * 
mograpljie ber beiben Süffel nic^t, »ie bort, burcf) gcome trifte 
Eonftructionen beftimmt, fonbern but<h eine Relation jwifdjen 
©egmenten, ober SBinleln auöbtücft; fo bitbet biefe Relation eine 
©leidjung ber ©eraben, beren »erfc^iebeite gönnen roir jejjt 
näl)er erörtern rooßen. — 



SBenn fid) j»ei ©trauten 
um jroei fefie 5ßole P, F bre* 
Ijen unb jroei f e fit e Slren E A, 
EB‘ in j w et fünften m,m‘ »on 
foldjer SBefcJjaffenljeit f n e U 
ben, bafj fietö bie Relation: 


(«) 


a 


Am B‘m‘ 

Em ' * E'm' 


fiattfinbet, inbem A, B‘ jroei beliebige fefie fünfte auf 
EA,E'B‘ uitb «, S,y conflflnte Eoefficienten finb; fo be* 
fdjreibt ber (Durfhi’chnittöpunft M ber beiben ©trabten 
Pm,Fm‘ eine ©erabe. — 

2>enn bie ©leicfjung (a) brücft auö: bajj bie beiben fünfte 
m, m' auf ben beiben Sitten EA,E'B‘ jroei f)omograpf)<l'<he $&ei* 
(ungen bitben, worin E, E' jWei homologe fünfte jtttb (§. 81); 
folglich erjeugen bie beiben ©trableit Pm,Fm jroei bomograj>l)if<he 
S3üfd)el, worin PF ein gemeinfcbaftlicber ©trabl ift — unb 
mitbin betreibt ber CDurc^fe^mittöpunft üf »on Pm,Fm ' eine ®e* 
tabe (§. 69). — 

Umgefebrt: SBenn eine ©erabe gegeben ifi, fo fann man of* 
fenbar eine ber brei Eonftanten a, S, y immer beliebig nnnclfmen 
unb bie beiben anbern fo befiimmen: bajj bie ©leicbung (a) biefer 
©eraben entbricht. — 

§. 245. SBenn einet ber fefien fünfte A,B' ober beibe — 
ober einer bet beiben fefien fünfte E , E ober beibe in unenbli* 
eher Entfernung angenommen »erben, fo bajj in bem lefcten galle 
Slcutrc (Geometrie. 15 


Digitized by Google 


226 


Bweite Ebtbellung. 


EA,E'B' ju PF parallel finb; fo bat man nad) §. 81 bie fol- 
genben »iet ©leidjungen: 


« 


Am , (? 

Em E‘m‘ 


v, 


Em 

Am 


+ 


= v, 


E'm' 

“• Em + e - D ' m, = v > 
a . Am -f- 8 . B'm 1 — v, 


wooon jcbe eine beliebige ©erabe auöbrüdt. — 

SBenn in tiefen ©leidjungen, fo wie in (a), bie Eonfiante 
v =0ift; fo erfjältman jwei gliebrige ©leidjungen, bie fefien fünfte 
A,B‘ finb jwei b<> mo tog e fünfte ber beiben l)omograpbif4«n 
Üf)eiiungen (§. 76) unb bie ©erabe, welche ber Crt bed PunfteS 
M ift, gebt burdj ben 2)urcbfibnittgpunft ber beiben ©eraben PA, 
FB', felpft wenn bie fünfte A,B' in unenblidjet Entfernung 
liegen. — 

§. 246. Sßenn bie ©erabe PEE'F in unenblic&e Entfer- 
nung rtieft, fo Werben bie ©eraben Pm unter ftd) parallel, fo 
wie auch bie ©eraben Fm' unter ftd), aber in einer aubern Kid)» 
tung, parallel werben, unb bie ©leidjung ber ©eraben wirb: 


u . Am -J- £ . B'm' = v. 

«Kan bat alfo ben @a&: SBenn 
man auf jwei fefien Slren »on 
§wei feften fünften A, B' au6 
jwei »eränberlidje ©egmente 
Am, B'm' nimmt, Welche butcb 
bie ©leiebung be6 etfien ®ra» 
beö: 

(6) a . Am -f- S . B'm' = v 
mit einanber »erbunben finb, unb man jiebt burdj bie 
fünfte m,m‘ parallelen ju jwei anbetn fefien Slren; fo 
befdjreibt ber 2>urcbfcbnitt6punft M biefer parallelen 
eine getabe IMnie. — 
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y SBenit bie beiben feßen fünfte A, B' in 

/ bcm 2>urchf<hnittöpunfte O ber beiben feßen 

/ \ »ren jufammenfallen, unb bie ©eraben Mm, 

Y V Mm* refp. ju ben SIren Om', Om parallel 

/ / \ T«nb bie Segmente Om, Om' genau 

~Tq t*~ bie gewöhnlichen (Soorbinatcn x, y ber ana* 

Iptifdjen ©eomelrie, unb bie ©leichung ber 

©eraben Wirb: 


a.x + $ -y = v. 

©leidmnaen eine« fünfte«. 



mit einanber perbunben finb, worin «,G,y conßante 6o- 
efficicnten bebrüten; fo geht bie ©erabe mm' ßet« bur<h 
benfelben ffhinft p. — 

3)enn biefe ©leidjung brüeft bie homographifche £h«<fong bet 
beiben ©eraben SA, SB au«, unb e« fallen in S jwei homologe 
fünfte jufaminen (§. 81). folglich geht bie ©erabe mm' fiet« 
burch benfelben fßunft p (§. 67). 

2J?ann fann alfo fagen: baß bie ©leichung ( a ) ben Ißunft p 
auöbrücft — ober bie ©leichung biefe« fünfte« ift — ober baß 
(a) eine fffunftgleicljung iß. — 

Umgefehrt: SBenn ein ffSunft p gegeben iß, fo fann mah 
offenbar eine bet brei (Sonßanten a,S,v beliebig annehmen unb 
bie beiben anbevn fo beßimmen, baß bie ©leichung (a) biefen ffhinft 
p auöbrücft. — 

3eber bet brei fünfte S, A, B fann in unen blichet (Sntfer* 
nung angenommen werben (§. 81), Woburch man folgenbe ©lei» 
jungen erhält: 

15 * 
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« 

Sm 


+ e. 


Bm' 

Sm' 


= v, 


Sm ' Sm 1 


u . Am G . Bm' = v. 


3n ber festen ©leicljung ftnb bie beiben Slren SA, SB pa> 
tallel. — 

2Benn bie (Sonftante v = 0 ift , fo liegt ber burd) jebe tiefer 
©leidjungen anSgebriicfte *J3unft ftetö auf ber ©eraben AB. 2>enn 
atebanu rebucirt ftdj bie allgemeinen ©leidjung auf: 


ober: 


tu 


a . 


Am 

Sm 


+ e • 


Bm ' 
Sm' 


= 0 


Am Bm' 

Sm ^ Sm' 


unb bnnft auö: bafi in ben Ijomograpljifdjen Steilungen ber beiben 
©eraben SA, SB bie fünfte A,B homologe ftnb (§. 66.) CDie 
©erabe AB ift alfo eine ber Sagen non mm', unb mithin liegt 
ber Ißttnlt q auf AB. — 



§. 248. 9U&ere Unterfudjung ber ©leidjung einer ©e* 

raben unb eined Hiunf» 
teö. — Sffienn AC, BD 
jwei fefte Slren unb P, Q 
jttjci fefie fünfte (Ißole) 
ftnb, um roeldje jtdj jroei 
©tragen brefjen , beren 
2)urdjfdjnittöpunft m eine 
©erabe L befdjreibt; fo ift 
nad) §. 244 bie ©leicfcung 

biefer ©eraben: 


(l) 


aC . , bD 

+ * • TlT = 8- 


aA 1 ' bB 

fo bafj jeber IjJunft biefer ©eraben burcfj bie Skrljältniffe 


a C 
a~A ’ 
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yg- beflimmt n>irb, welche beßpalb fügfic^ bie Eoorbinaten — 

51b f c i ff e unb JDrbinate — beffelben genannt »erben fönnen — 
unb bejeiepnet man fte refp. mit x, y, fo roirb bie (Steigung bet 
©eraben: 


d') 


x + ly = y. 



2öir »ollen f)iet nur ba$ ßoorbinatenfpftem näher betrauten, 
»eldjeö mit bem gemöbnlidjen, in bet analptifdjen ©eomctrie ge* 

bräunlichen, bie nteifbe SNebnlicpfeit 
f>at , inbent »it bie iflole P. Q refp. 
in bie beiben fünfte A, B unb bie 
ißunfte C, D in ben 1)uvct)Hl)nitt3* 
punft S bet beiben 2lren fallen laffen, 

fo baff bie 33erhältniffe 

aA b iS 

bet Segmente, »eiche bie beiben Strahlen Bm,Am auf ben beiben 
2lren SA, SB bestimmen, bie Eoorbinaten beö ^unftefl m finb. — 
QBenn bie beiben fünfte A, B in unenblidjer Entfernung 
angenommen »erben, fo gebt biefeö Eoorbinatcnfpftnn offenbar in 
bad gewöhnliche 3)eöcarteö’i'dpe über, »eil bie unenblicpenSeg* 
mente aA, bB auö ber ©leicpung oerfcpminben. — 

3unäch(l ifj, »enn A, B in enblicper Entfernung liegen: 

aS . bS _ _ cB 

aA bB cA ’ 

»eil man nad) § 205 in bem 2)reiecfe ASB bat: 
aS bB cA 


x 

y 


aA 


bS 


cB 




gerner ifi: 


x + V = 


mS 

mC 


»eil nach §. 199 in bem SBierecf aSBm ift: 

Sb S m 


Sa . 
~aA~ ‘ 


bB mC 

2>ie Eoorbinaten jebed iJJunfteö ber Safiö AB ftnb offenbar 
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unenblidj, »eil, wenn m auf AB f&Bt, aA = 0 unb bB = 0 
»fi- — 

?ludj bie 35utc$fc$nittöpunfte «, ff unb y bet burd) bie ®lei* 



— -j- • $ür ben «ßunft y enbti<$ gibt baS non bet $ran«»etfale 
aff burdjfdjmittene 2>reie<f ASB nach §. 201: 


yA _ « A ff8 _ 1 

yB aS 6JB X 

•gnetauö erhellet bie gcometrifdje SBebeutung bet beiben in bet 
©leidjung (10 »orfommenben ßonftanten k, p, fo wie: bafj umge* 
fefjrt burd) jwei bet btei fünfte a, ff f y bie beiben in bet ©leidjung 
einer ©etaben »orfommenben Soefftcienten beftimmt werben. — 

§. 249. Cßermittelft ber obigen geometrifdjen SJuöbrürfe oon 
X, fi finbet man nun leitet, bafj: 

1) p = 0, x -f- Xy = 0 

eine burd) ben SJnfangöpunft S geljenbe ©etabe, 

2 ) k = 0, x — fi 

eine butd) ben f)3ol B geljenbe ©erabe, 

3) X = oo, y = const. 
eine burd) ben fßol A geljenbe ©etabe, 
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4) 1 = 1, x + y = (i 

eine ju ber Saftfl AB parallele ©erabe, 

5) f* = l,* + Xy = l 

fine ju ber Sire ber x ober ju SA parallele ©erabe, 

» Hr = , '-r + <'-‘ 

dne ju ber Sire ber y ober ju SB parallele ©erabe unb 
7) 1=1, ji=l, i + y = 1 


eine unenblid) entfernte ©erabe audbrücft, i»cil im lebten gatte 
x + y = m % = i ifi (8. 248), alfo ber ißunft m in unenbfi* 

171 \j 

et? e r Entfernung liegt. — 


§. 250. 
nefjmen: 

( 2 ) 


Statt ber Steigung (1) fann man aud) folgenbe 

i &V, ,KÄ n.iK .• fj i < - 

sina PC , . sin bQ D 

tinaPA " sinbQB ^ 



welche auöbrütft: bafj bie 
beibcu fiel) breljenben Straf)» 
(eit Pa,Qb jroei f)omoj}ta< 
ptjifdje ©öföd erjeugen 
(§. 94), fo bap man bicfe 
©leidjung al$ bie einer ©e* 
raben unb bie beiben Siitu«» 
»erljültniffe atö bie (Soor* 
binaten irgenb eineö fßunf* 


teö m berfelben betrachten fann. — 


ÜBcnn p,p',q refp/_bie Stbftänbe beö *J?unfte0 m Oon ben brei 
©traben PC,QD,PQ bezeichnen, fo fann man flatt ber ©(eicfjung 
(2) aucf) bie folgenbe: 
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ober: 


(3) p -f- X . p‘ = n q 


nehmen, Weil jtd) bie *Pcr^>enbife[ p, p‘, q offenbar wie bie ©inuß 
ber entfpred)enben SBinfel »erhalten, fo bafj eine ©erabe burdj 
eine homogene ©leidfung beß erfien ©rabeß jwifc§en ben Hb« 
fiänben jebeß ^unftcö m berfelben »on brei fcfien Siren nußgebrücft 


fünftes m betrachtet werben fönnen. — 

3ßenn bie brittc Sire PQ, auf weiche ft<h q bejieljt, in un» 
en bliche (Entfernung rficft; fo oerfcbwinbet q auß ber ®leid)ung 
(3), wie wenn q = 1 wüte, unb man foinmt alßbann auf baß gc< 
wohnliche ©pftem paralleler Goorbinaten. — 


beftimmt, unb eß würbe beßfjalb biefe [Relation bie®leicf)ung bie« 

feß «ßunfteß genannt. $i e S3erfjä(tniffe -^4 , 4ir- fönnen 

a S öS 

füglieb bie Goorbinaten — Slbfciffe unb Drbinate — genannt 
werben — unb wenn man fie ber tfürje wegen mit x,y bejeicftnet; 
fo Wirb bie ®lei<$ung beß fjJunfteß: 




§. 251. 9?adj §. 247 wirb bie 
?age einer, ftetß burcb benfelben 
fßunft gcljenben ®eraben L gegen jwei 
efte Siren SA, SB burd? bie ®lei< 
d&ung: 





(10 x + * • y = fr- 
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ober: 


3 Benn bagegegen ber *ßunft S in enbtid&er Entfernung 
bleibt, unb bie beiben fünfte A,B in 
unenblidje Entfernung rüden, fo ffi 

x — -g^T > V — -JT> b. $• bie Goor* 

binoten einer ©eraben L ober a b jtnb 
bie reciprofen SBertlje ber Segmente, 
toefcbe fte auf ben beiben fcften »ren 
befiimmt. 

Sffienn feiner ber brei fünfte S, A, B 
in unenblidjer Entfernung liegt, foifl 
bie ®leic$ung eine« fünfte« m: 

* + — p 



aA 

aS 


+ 1 . 


bB 

bS 


= f*> 


unb um ben Ißunft a ju befiimmen, wo bie ©erabe Bm bie Sire 

bB 


SA trifft, mufj man in biefer ©leidjung y = 0 ober 
fefeen, woburtifc man erfjält: 


bS 


0 


x = 


aA 

aS 


= #*• 


aA 


Ebenfo ergibt ßd}, wenn man x = - - = 0 fefct, für ben 

3 )ur<§fd}nitt«punft S ber ©eraben Am mit ber Sire SB: 


y = 


SB 

SS 


= JL, 

A 


Unb für ben $unft y, tt>o bie ©erabe Sm bie 33 aji« AB 
fefjneibet, Ijat man: 


JA. 

yB 


aA 


aS 


SS A , 

• -TT = _ * ' V • 


3 )ie in ber ©leicfjung ( 1 ) ober (!') eine« fünfte« »orfommen* 
ben beiben Eonftanten A, y bejiimmen alfo refp. bieoonbiefem fünfte 
nad) bem Hnfang«punfte 8 unb nadj bem fünfte B ‘gezogenen ©eraben, 
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unb iljr SBertjfiftttifl -jp beflimmt bie »on bemfelben fünfte nach 


bem fünfte A geljenbe ©erabe. — 


ferner bat man: 

x aA , bB cA 

y ~~ aS : bS ~ cß ’ 

b. b- bad 93e r b ä I tn i § ber ßoorbk 
naten einet ©erabcn ifi g ( e id> 
A bem 93erbältniffe bet Segmente, 
welche biefe ©erabe auf ber ©afid beflimmt. 

§. 252. 2Benn bet Ißunft m auf bet ©aftd AB liegt, fo ift 
ji = 0, unb bie ©leidjung bed fünftes wirb: 

x -f- X y = 0 . 

3)enn bie ©etabe Bm trifft bie 9lre SA in einem fünfte a, 

für Welchen x = — ~ = u = 0 ifi — unb bie Sage bed fünftes m 

i. i a S 

wirb burdj bad ©erljältnih = — * befiimmt. — 

2Benn ber ißunft m auf ber 2lre SA liegt, fo ifi * = 0, unb 

& B 

bie ©leichung bed iJ3unfte0 wirb: x = y, benn aldbann ifi-^-g- = -y* 
= oo, alfo X = 0. 

©nblich finb bie ßoorbinaten jeber burch ben Slnfangdpunft S 
geljenben ©eraben unenblich, weil für tine folche ©erabe aS=0* 




bS = 0; alfo x = 


aA 


bB in 
V = T5- = 00 ‘ü- — 


aS " — bS 
§. 253. 2)ie «ßunftgleichung (1) brücft aud: bah bie bewegliche 
©erabe L ober ab auf ben beiben 2lren 
SA, SB jwei hamographifihe 
lungen beflimmt, wooon jwei homologe 
fünfte in S jufammenfaUen — unb ba 
baffelbe nach §. 95 auch burdj bie ©lei* 
chung : 

sinaBA . , sin b AB 

= H 


sin aBS 


sin bAS 


,ü5dr/n 


audgebrücft wirb; fo fann man biefe lefcte 
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SMation and) al« fßunftgleidjung nehmen, unb bi« ®inu«»erbätt* 
itiffe afö bie Soorbinaten x, y betrauten, fo bafj bie ©leidjung wie* 
bet wirb: 


x + Xy = y,. 


®inb ferner j>,p‘,q refp. bie t>on ben fünften A, B, S auf bie 
©etabe L gefällten fßerpenbifel, fo ifi offenbar: 


aA p 

aS q 

unb bie Steigung (1) wirb: 


bB 

bS 



ober: 

_ P + 1 -P 1 = f* ■ 9> 

fo bafj alfo eilt ffjunft burdj eine homogene ©leidjung be0 erfien 
®tabeö jwifdjen ben fdbfiänben berfeiben ©eraben »on brei 

feflen fünften auögebt lieft wirb — unb bie SSerfiäliniffe — . 

' 1 n»g»il o* "rjf.'jTT : i : ; , x vT n q q 

ald (Soorbinaten betrautet werben fännen. — 

iiu : "vi . r/' , ‘‘i >i ■■ 1 1 •/' :ri 1 $>»11 iwgif? ihfir* - 

fjii: ^ fjr I if:: . 

X&corie brr bomograpbifabrti (coUinearen) giguren. 




L . 1. • - 'Iw. . 

§. 254. 3»el giguren Reifen b<>*n°9rapbifdj (coflinear), 


n 3 1 1 


Tiimi"/. 




wenn ben fünften unb ©eraben in ber einen wieber fünfte 
unb ©erabe in ber anbern entfpredjen — unb jwar fo: bafj baS 
anljarmonifdje 33e t ^&Itniff »on »ier in geraber Sinie liegen* 
ben fünften, ober von vier burdj benfelben fßunft gefjenben®e* 
raben in ber erfien gigur bem ber vier entfpredjenben fünfte, ober 
©eraben in ber jweiten gleicfj ifi. — 

3wei ebene giguren, wobon bie eine burdj perfpectibifdje fjjro* 
jection ber anbern gebilbet ifi, finb offenbar jwei fjomograp^ifdje 
giguren, weit fte ben in ber »orljergeljenben ^Definition auGgefpro* 
$enen Sebingungen entfpredjen (§. 13*). 

t. 255. allgemeine Gonfiruction Ijomograpljifdjer gi* 
guten. — 6« fei A B C ein fDteied in bet (Sbene einer 
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gigut. 2Benn man oon ben t> i e f e« 2)reietfe« 

nach jebem fünfte m her gigur jwei ©erabe ji eljt, 
Welche auf ben ©egenfeiten jwei Segmenten» erbÄltniffe 

, - a ^ -beftimmen — unb man nimmt ein * tt) eite« 
bB aA 

beliebiges 2>reiecf A B‘ O an, unb beftimmt einen fßunft 
m! fo, baj? man bie ©leichbeiten f)at: 

,. x aC , a'G bC _____ b‘C 

to) aA ~ ' a‘A‘ ’ bB —ft ' b‘ B‘ ’ 

fo gehört bet ißunft m‘ einer ju bet etfien bomogtaflbi* 
ftheit ober colliitearen gigur an; b. b- D wenn bie fünfte 
m in bet erften gigur in geraber fiinie liegen, fo liegen bie fünfte 
m‘ in bet jweilen auch in getabet fiinie; 2) wenn ©etabe L in 
bet erften gigur turcb benfelben Sßunft geben, fo geben bie ent* 
fptecbenben ©eraben L‘ bet jweiten ibrerfeit« auch burcb ein unb 
benfelben fßunft; 3) e« ift ba« anbatmonifche SJerbälinifi foldjer 
oiet fßunfte, ober ©eraben in bet jweiten gigur bem ber entfpte* 
cbenben »ier fßunfte, ober ©eraben in ber erften gleich. — 

1) 2)enn ba ber Ißunft m eine ©erabe befdjreibt, fo bat man 

nach §• 244 jwifchen ben iBerbältniffen ■ ° C ; • , eine ©lei* 

aA oxj 

djung be« erften ©rabe«; folglich b«t man wegen ber ©leichungen 

a! (? b* G 

(a) auch jwifchen ben Serbältniffen - ■ ■ , -rrsr e ‘ n * ©leichung 

O A 0 Aj 

be« erften ©rabe«, unb mithin betreibt bet fßunft m‘ auch eine 
©erabe. — 

2) 25enn jebe ber ©eraben in ber jweiten gigur gebt bur<h 
ben entfprechenben fßunft be« ü>urchfcbnitt«punfte« ber entiprechenben 
©eraben ber erften gigur. — 

3) 3)enn ba« anbarmonifche Sßerb&ltnifi bet »ier fünfte tn ift 
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bem bet »Irr fünfte a gleich — unb bafl bet »ier fßunfte m' ift 
gleich bem bet »ier fünfte a'; aber »egen bet ©leicbung (o) ifl 
ba« anbatmonifcbe SSerbältnifi bet »ier fünfte a' bem brr »ier 
fünfte a gleich (§. 75); alfo ift ba® bet »ier fünfte m' auch bem 
brr »ier fünfte m' gleicb. — gernet ifl baö anbarmonifcbe ®er» 
bältnijj ber burcb benfelben Ijjunft gebenben »ier ©eraben L bem 
bet »ier fünfte o gleich; alfo nach bem eben Semiefenen auch 
gleich bem ber »ier fünfte a\ unb enblicb auch gleich bem ber »ier 
©eraben L‘, »eil biefe burch benfelben fßunlt unb burcb bie »ier 
fünfte a' geben. — SB. b. ». f. 


§. 256. 2)en in unenblicber Entfernung liegenben fünften 
ber erften gigur entf»re<hen in geraber ?inie liegenbe fünfte brr 
j»eiten bomograpbif<be>< gigur. — ®enn »enn ftch ber fßunft m 
in® Unenb liebe entfernt, fo b«t man nach §. 149, @1. 7 j»i* 
fcfjen ben burcb bie beiben parallelen Strahlen Am, Bm auf ben 
beiben ©egenfeiten B C, A C beftimmten Segmentennerbältniffen 

, - a ^ bie ©leiebung be® erften ©rabe®: 
oB aA 

aC . bC . 
aA + bB ~ l ' 


unb folglich ifl ber geometrifebe Drt be® entfprechenben fünfte® m' 
ber j»eiten gigur, »egen ber Relationen (o), bie burch bie ©lei« 
ebung: 


X 


a'C' b'C 1 

a‘A‘ P ‘ b‘B‘ 


1 


au®gebni<fte ©etab«. — SB. j. b. ». 

SBenn J bie ©etabe brjeicbnrt, »eiche in ber erften gigur 
ben un enblicb entfernten fünften ber j»eiten gigut entfpricht 
— unb J 1 bie ©etabe ber j»eiten gigur, »eiche ben unenblicb 
entfernten fünften ber erften entfpricht; fo folgt: bafj j»el pa« 
tallelen ©eraben in ber j»eiten gigut in ber erften gigur 
j»ei ftch auf ber ©eraben J febneibenbe ©erabe entfprechen — 
unb umgefebrt. — 

gerner folgt ^ierau« : bafj ber auf ber ©eraben J‘ in unenb« 
liehet Entfernung liegenbe fßunft ben auf ber ©eraben J ebenfall® 
in unenblicber Entfernung liegenben f)3unft jum homologen 
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bat. — 3)enn bet erfie Punft ifi ber IDurdjfdjnitt »on J‘ mit bet 
unenblidj entfernten ©eraben in ber j weiten gigut — unb folg* 
11$ ift fein homologer in bet erften gigur ber 3)urd)fdjnitt bet 
beiben entfpredjenben ©eraben, nämlich bet unenblidj entfernten 
unb J, 5 et liegt alfo auf J in unenb tiefer Entfernung. — 

.jjierauö folgt Weiter: eine Cßarallcte ju J in bet erften 
gigut $at in ber jweiten eine parallele ju J 1 jur homologen 
©eraben. — 3)iefe beiben parallelen fjaben bie Eigentljümlichfeit: 
bafj fte »on ihren homologen Punften ähnlich ober proportio* 
nal geteilt werben, weil ihre unenblith entfernte Punfte jwei 
homologe Punfte ftnb (§. 77) — unb fpäter werben wir [eben : 
bajj eö immer jWei Paare ^omoloaet ©eraben gibt, welche burch 
i^te homologen Punfte in gleite ZtyUe geteilt werben — 

§. 257. 3 ebeS in ben Relationen (a) oorfommenbe Perhältnifj 
befiimmt bie Sage einer »on einem ber fefien Punfte A,B; At, B 1 

b C 

auögeljenben ©eraben; j. S. ba$ Perljältnifj ~yg - befiimmt bie 
Pistung ber ©eraben A m, welche auch burch baö Sfcrljältnifi 

»iw m/f C j- 0 man ^ att j, et g{ e ( a (i on: 

sxnmAB 

bC _ b'C 
bB ** ‘ b'B' 

fofgenbe: 

tinbAC b'C 

sinbAB ~ F ' b'B' 

nehmen fann. — Daffelbe gilt »on ben übrigen Perbältniffen — 
fo baj» man jefct auch eine ber ©eraben CA , CB, ober CA', CB' 
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in unenblidjer (Entfernung annetymen fann. — Die ©Feinungen 
(a) ftnb unneränbert audj auf ben gaO anwenbbar, wo eine bet 
Safen AB.A'B', ober beibe, fo wie auf ben gafl, wo eine bet 
Spifcen febeö bet beiben 2>reietfe ABC,A'B‘C in unenblidjet 
(Entfernung liegen. — 2lber fte fmb auf jwei auf ben SSafen AB, A B' 
liegenbe, entfyredjenbe fünfte c,c‘ nidjt ohne äBeitereö anwenbbat; 
febod) fann man bie folgen fßunften entfpredjenbe Relation : 


( 6 ) 


cA fi c'A' 

~cW ~ i • ~&~w 


leidet finben. Denn jiefjt man burdj bie fünfte c, c' irgenb jwei 
homologe @etabe ca,c'tf, fo Ijat man in ben beiben Dreieden bie 
Relationen: 


cA aC bB _ 4 c'A‘ a‘C b'B‘ 

cB ‘ aA bC _1 ' c'B' ' a'A' ' b‘C ~ ’ 

worauf jtdj mit Serücfftdjtigung bet ©leic^ungen (a) fofort bie ge» 
fudjte ©leicbung (6) ergibt. — 

§. 258. Radfbem man bie brei fßunfte A',B',C bet jweiten 
gigut al$ entfpredjenbe ber brei fünfte A, B, C ber erfien Will* 
fürlid) angenommen fjat, fann man aud) nod) einen »ierten fßunft 
D' ber jweiten gigur alö entfpredjeitben eineö fßunfteö D ber er* 
fien beliebig annelfmen — unb bie Sage biefeÄ »ierten fünfte« 
Z>' beftimmt bie SBertlfe ber beiben (Eonftanten X,p mittels bet Re* 
lationen : 

aC _ a'C bC b'C 

aA~ a'A' ' bB ~ ** * b' tf ' 

Um alfo ju einer gegebenen gigur eine tyomograf>Iji!c§e ju 
bilben, fann man bie »ier befiimmten fünften ber erfien entfpre* 
djenben »ier fünfte ber jweiten beliebig annelfmen; febodj bürfen 
non ben vier gegebenen fünften nidjt brei in gerabet Sinie liegen. 

Denn wenn j. 93. bie fünfte D,D‘ auf ben ©eraben AC,A'C 

lägen, fo würbe bloö bie eine (Eonjiante X mittelfi ber Relation: 

DC , D'C 
DA ~ X ‘ D A' 

beflimmt, unb bie anbete (Sonfiante p bliebe unbefiimmt. — 
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SRan fnttn in bet jweiten gigut brei fünfte Ä, B“, C unb 
eine ©etabe IJ, ober »iet ©trabe L‘ alb enti'pmljfnbe von A, B, C 
unb L, ober non »irr ©traben L bet erflen gigut beliebig an* 
nehmen; aber nicf?t groei Limite A‘, Bf unb jroei ©etabe IJ, M‘ alb 
entfpredjenbe von jwei fünften A,B unb jroei ©eraben L, Jf. — 
3)enn bie beiben ©eraben L,M tcbneiben bie ©etabe AB in jroei 
fünften E, F unb bie beiben ©eraben L‘, M‘ treffen bie ©erabe 
A'B' in jWei homologen fünften E‘,F , fo bajj bab anf)armonifd)e 
ffiertjältniß bet »ier fünfte A‘,B‘,E',F, bem bet »ier fünfte 
A,B,E,F gieidj fein müßte, roab ni$t immer ber gaH fein fann, 
Wenn A‘,B‘ -,L, Jf roiUfürli# angenommen »erben — unb wenn eb 
ber galt »dre; fo mürbe e« bodj nur fo viel bebeuten, alb wen* 
man »ier fünfte angenommen ijdtte, roo»on brei in geraber Sinie 
liegen, nämlich ben 2)urd>fcbnittbpunft ber beiben ©eraben L',M‘ 
unb bie brei fünfte roab, wie man eben gefejjen bat, 

ungenügenb ift. — 

§.259. SWetrifdje ober ©rößenrelationen Jjomogta* 
pljififfer giguren. — ®iefe «Relationen ergeben frei) aub ber 
®(eicbt)eii ter an^armonifdjen 93erl)ältniffe jroeier «Spfleme »on »ier 
entfprecbenbcn fünften, ober »on »ier entfpredjenben ©eraben. — 
3unäd)ft folgt aub biefet ®ieicbt)eit: 

1, 3 5aß jWei entfprechenbe ©erabe beiber giguren 
burdf ihre entfprechenben fünfte ^omogra)>^if^ geteilt 
»erben; 

2, baß jroei entfprec&enbe Süffel in beiben giguren 
homograpljf f# finb. — 

2Benn aifo in ber erflen gigut a,b jroei fefte «punfte unb m 
ein »eränberlidjer $unft auf berfelben ©eraben, fo rote a',b‘ 
unb m 1 in ber jroeiten gigur bie entfpred&enben fünfte frnb: fo ßat 
man bie Relation: 


CD 


am a‘ m‘ 

bm ~ ' b'm‘ ’ 


worin \ eine So n fl ante ifi, welche nur »on bet fiage bet beiben 
fefien fünfte a, b abf>ängt (§. 75). Sb iß alfo bab SBerhdltniß 

n m ri* yyi* 
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21 itw enbung ber bor$ergebenben Spotten. 

\ 

9?a^ §. 78 fnnn jebet ber feften fünfte a,b-,a',b' in un* 
enbficb er Entfernung angenommen werben, ©efdjiefit biefe« mit 
b, fo fjat man: 


unb Wenn aud) a' unenb(id& entfernt iftj fo erhält man am = 
X 


b‘m‘ 


alfo: 


Jm . J'm' — X, (§. 79) 


Welche (Steigung fid^ lei^t in 2Bortcn atwbrüdfen tofjt. — 

§. 260. 3* e ^b mrtI1 burd) bie fßunfte m, m' jwei fjomoioge 
©erabe L,JJ unb bejeicfjnen p,q\p',q‘ refp. bie SIbftänbe ber fe> 
fien fjjunfte a,b)a',b‘ oon biefen ©eraben; fo ift offenbar: 

am _p_ a'm' p‘ 

b rn q ’ b' m‘ q' * 

folglich Wegen (1): 



unb ber in biefer ©leidj^cit (iegenbe <Safj fann ebenfalls Ictc^t in 
SBorten auSgetprodfen werben. — 

§. 261. SBenn man burd? ben SutdjfcbnittSpunft C ber beiben 



feften ©eraben AC, BC eine ftd? um C bre^enbe ©erabe M, unb 
burd? ben 2)urd?fd?nitt C‘ ber beiben entipredfenben feften ©eraben 
ÄC‘,B‘C bie fiep um C‘ brefjenbe bom»lfg e ©erabe M‘ in ber 
jweiten gigur jief?t; fo erjeugen M unb M! jroei bomograp ^ i f e 
33iifd?el (§. 259), unb man b«t mithin bie Relation: 

ror sin t A ’ — x sin 

v } sin C B, if) sin t B‘, M') ' 

Siiutre fflfomrtrie. . 16 
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wo X eine ßonfiante ift, weldfe nur oon ber Sage bet beiben fejien 
©eraben A, B abgängt (§. 92). 

Sinb ferner p, q refp. bie Sibfiänbe eineö fßunfteö m ber ©e* 
raben M »on ben beiben f eft en ©eraben A,B unb p',q‘ bie beö 
homologen Ißunfteö m' ber ©eraben M' bon A‘,B') fo ifi offenbar: 


sin ( A,M ) p sin ( A 1 , M‘) p' 

sin (B,M) q ’ sin (B‘, M‘) q‘ ’ 


unb folgiidj l)at man wegen (1) bie Relation: 


C3) 



Der burd) biefe ©leidjung auögebrürfte Sa$ lägt ftcf) ebenfall« 
leidjt in Sorten au«fprect)cn. — 

3ebc ber »ier ©eraben fann in unenblidjet (Entfernung lie* 
gen. 3ft biefe« 33. mit B ber gaH, fo wirb bie ©leictyung (3): 

(4) P = 

Denn in biefem gallc wirb bie .fjwmograplfie bet non ben bei* 
ben ©eraben M,M‘ erjeugten 33üfd)el nad) §. 98 auögebrüeft butd): 


am — X . 


sin ( A‘ , M‘) 
sin (_B‘, M') ’ 


wo a m ba« auf einer feften Dran«»erfale jwifdjen ben beiben ©e* 
raben A, M liegenbe Segment ift — unb wenn man wieber auf 
M, M‘ jwei homologe fünfte m, m‘ betrachtet; fo ifi ber Slbfianb 
p bc« fünftes m oon ber ©eraben A bem Segmente am propot* 


p' 

tional, unb ba« 93erf)ältniß ber Slbftünbe be« fünfte« m' oon 

.. .. . k sin 

A‘, B ift Wieber = . — 

sw (B , M ) 


Die in ber ©ieidj&eit (4) auögebrücfte (Sigenfdjaft jweier l)o* 
mograpljiidfer giguren fann aud) leicht in Sorten au«gefprod)en 
Werben. — 

Sirb audj bie ©erabe A‘ in unenbli$er ©ntfernung ange* 
nommen, fo gefyt bie ©leicfyung (4) in folgenbe über: 


(5) 


P 


A_ 

«' 


ober p . q' — X. 
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$enn in biefcm galle erjeugen bie ©eraben M,M‘ jwei ©ü» 
fdjel, beten Strafen refp. ju A unb B' parallel finb, unb bie 
Pornographie biefer beiben Süffel wirb burch bie ber bciben fünfte* 
reihen auögebrücft, welche ihre ©Wahlen auf jWei beliebigen fefien 
Sranboerfalen beflimmcn, b. p.: turch bie ©leicpung : 

(5') am = -rr~r • ober am. b‘m‘ — X, 
b m * 

Wo am unb b' m 1 bie auf biefen Sranöoerfalen refp. gwiftpcn ben 
©eraben A, M unb jWifcpen B‘, M‘ liegenbcn ©egmente finb , weil 
a unb b' bie fßunfte finb, welche in ben beiben Steilungen ben 
unenblicf; entfernten fünften entfprechen. — Unb wenn m, m' 
wieber jwei homologe fünfte ber ©eraben M,M‘ ftnb, fo ftnb ihre 
Slbflänbe j>, q' t>on A unb B‘ refp. ben Segmenten am',b'm' pro' 
portional, fo bah bie ©leichheil (5') in (5) übergeht. — 

2)ie butch bie ©leichung (51 auögebnirfte (Sigenfcfjaft jweier 
homographifch« Siguren fann leicht in 2Borten auögebrücft werben.— 

§. 262. Rach bem in ber ©leichung (3) liegenbcn ©afce fann 
man auch folgenbe, ebenfo einfache, alö präcife ^Definition jWeier 
homographif «hot Siguren geben: 

3wei homographif<h e Siguren finb foidje, beten 
fünfte fich paarweife fo entfprechen, bah bie ©erhält* 
niffe ber Slbftänbe- jebe$ fünftes ber erflen gigur »on 
brei fefien ©eraben ju ben ©erp&ltniffen ber Slbftänbe 
be« entfprechenben ©unfteö ber ^weiten gigur »on brei 
anbern fefien ©eraben in eonflanten ©erpältniffen flehen. 

Rad) ber ©leichung (1') fann man auch fugen: 

3wei giguren finb hömographifd), wenn bie ©eraben 
in ber einen 0 i g u t benen in ber anbern fo entfprechen, 
bah bie 93 er h ä ltniffe ber Slbftünbe jeber ©eraben ber 
erflen gigut »on brei fefien fünften ju ben ©erf)ältnif* 
fen ber Slbflünbe ber entfprechenben ©eraben in ber jwei* 
ten gigut »on brei anbern fefien fünften in eonflanten 
©erl)ältniffen Rehen. — 

8luö jeber biefer beiben ^Definitionen laffen fich bie Relationen 
(o), fowie alle ©igenthümlichfeiten homographifcher Siguren leicht 
ableiten. — 

16 * 
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^otnclDflifdic Figuren. 

§.263. Sßaö in §. 212 ron swei2)reiccfen gefagt ijt, läfjt ftdj 
audj auf }tt>ei giguren überhaupt auöbcfjnen, fo bafj jn>ei Ijo* 
mologifdje giguren folcpe ftnb, beten fjomologe fünfte auf 
©eraben liegen, tie burcfy benfelben fßunft, ben SJtittelpunft 
bet Homologie, geben, unb beren homologe Sinien ftdj auf bet# 
felben ©eraben, bet Sire ber Homologie, fdjneiben. — 3Benn 
t>on jtnci giguren ABC. . ., abc . . . bie eine bie profpeftipifdfe 
^rojeftion ber anbern ift, fo geben bie 93erbinbungölinien ihrer 
homologen fünfte burcb benfelben fßunft, welcher bie Sage be$ 
Slugeö ift, unb ihre homologen Sinien fdjneiben ftcf) auf berXurd}* 
fcpnittölinie ber ©benen ber beiben giguren. Säfjt man nun bie 
©bene ber streiten gigur ftcb um biefe 5>urcbfcbnitt0linie brcben, fo 
breljen ft<b bie ©eraben ab,bc,cd, . . . um f e fi e fünfte biefer SU 
nie, unb trenn bie ©bene ber streiten gigur auf bie ber erfien fällt; 
fo gefjen bie ffierbinbungölinien Aa, Bb, Cc , , . . nodj burdj ben* 
felben $unft, weil ftcf> bie ©eraben AB unb ab, BC unb bc, 
u. f. f. refp. in fünften fcpneiben, bie in bet felben ©eraben, bet 
ÜJurdjfcfynittölinie ber beiben ©bencn, liegen, unb bie beiben gigu* 
ren ftnb alöbann swei in berfelbett ©bene liegenbe IjomologU 
fdfe giguren. — 

§. 264. ©onftructlon bontologifdjer giguren. — SBenn 
ber SOiittelpunft unb bie Sire ber Homologie gegeben ftnb, fo 
brauet man, um $u einer gegebenen gigur ABC... bie bomolo* 


a 

A 
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gifdje abc... gu conftruiren, nut beit fßunft a gu fettnen, weldper 
einem fünfte A ber gegebenen gigur entfpridjt. 3)enn ber einem 
beliebigen anbern fünfte B entfprecfjenbe fßunft b ift ber üDurd)* 
fd)nitt3punft ber ©eraben SB mit ber ©eraben, weldje »on bern 
fünfte a nad) bem fünfte y gejogen ift, wo bie ©erabe AB 
bie Sire ber Homologie trifft. — 5D?an fann alfo burcf) blofie Surd)* 
fdjnitte uon ©eraben alle fünfte ber fjomologifctjen gigur abc... 
einer gegebenen gigur ABC... finten, wenn nur ein eingiger iftunft 
a berfelben gegeben ift. — !£ic correfpottbirenbe ©erabe einer gege* 
beneit ©eraben wirb burdj gwei iljrer fünfte beftimmt, wo»on einer ber 
ijtunft fein fann, worin bie gegebene ©erabe bie Sire ber .£>omo* 
logie trifft. — 

Söenn bie Sire ber Homologie ttnb gwei fünfte a, b gege* 
ben ftnb, welche ben beiben fünften A, B entfprecfjen follen; fo 
fann man bie fjomologifdje gigur olfne Beihilfe beö SJtittelpunfted 
ber Homologie conftruiren, Wenn man ben irgenb einem fünfte M 
entfpredjenben ?}3unft m mittelfi beö 2)urdjfd)nittc3 jwcier ©eraben 
beftimmt, welche ftd) um bie fünfte a, b breljen, unb bie ©eraben 
MA,MB reff), auf ber Sire ber Homologie treffen. 

Sluf ähnliche SÖeife fann man bie homologe gigur conftruU 
ren, wenn man bloß ben Üftittelpunft ber Homologie unb gwei 
©erabe biefer gigur fennt, welche gwei ©eraben ber gegebenen 
gigur entfpredfen. — 

§. 265. 9Jtan fann gwei ^omologifc^e giguren aud) auf fol* 
genbe SBeife conftruiren: SBenn man in ber ©bene ber gege» 
benen gigur einen feften fßunft S unb eine fefte Sire X 
an nimmt, »onSnadj irgenb einem fünfte M ber gegebenen 
gigur ben Strahl SM giefjt, unb barauf einen fßunft 
m beftimmt, welker ber Relation: 

SM _ fiM 
Sm (im 

genügt, wo ft ber 2Durd)fdjnittöpunft »on SM unb X, unb 
l eine ©onfiante ifij fo gehört ber fßunft m ber ^omo< 
logifdjen gigur an, wäfirenb S ber SJtittelpunft unb X 
bie Sire ber Homologie ift. — 

3>enn bie beiben fo confiruirten giguren genügen einer bet 


Digitized by Google 


846 


3»fite 916tbeltung. 


beiben Sonßruction«bebingungen bomologifcber Figuren, närn* 
lid): baß ißre homologen fünfte auf ©eraben liegen, welche burd) 
benfelben *J3unft geben, unb e« brauet alfo bfo6 noch bewiefen 
ju werben: baß fuß jwei homologe ©erabe auf ber feßen 2lre X 
fcfjnetben. — gür jwei fßaare entfprethenber fßunfte A, a, M, m iß 
aber: 

SA _ aA SM _ fiM 
Sa ' aa ’ Sm ' fim ’ 

unb folglich: 

SA _ aA SM t fiM ^ 

So ’ aa Sm fim 

3)iefe Relation jeigt: baß ba« anf)armonifcße 93er£>&ftniß bet 
»ier fünfte S, A, «, a bem ber »ier fünfte S, M, fi, m gleich ifi, 
unb baß ftcß folglich Me bctben ©eraben AM, am auf ber feßen 
«re afi fdjneiben; w. j. b. w. 

I)ie ©onßante X fann füglich ber ©oefficient ber .£>omo» 
logie genannnt werben. — 

Sßenn bie 9lrc ber Homologie in unenblidjer ©utfernung 

liegt, fo Wirb ba« Sßerbältniß-^- = 1; fofglid) = X. 911«. 

fim a Sm 

bann finb bie beibeit giguren ähnlich unb äßnlicbliegenb ober 
ßornothetifch, S iß ber SJiittelßunft unb X ba« 93erbältniß 
ber Slehnlichfeit. — 

2öennber9JiUtelf)unftS ber Homologie in unenblidßer ©nt* 

fernung liegt, fo wirb = 1; alfo -i^-=_L ober um 
Sm fim X r 

— X . fi M. — 

§. 266. ©onßruction ^omologifc^er giguren, welche 
au« ber allgemeinen ©onßruction bomograpljiifcher gi* 
guten abgeleitet iß. — 2Benn man bei ber allgemeinen Son* 
ßruction fjomograbfjifcher gj 0Uren (§ 255) ju ben brei fünften 
A‘, B', C ber jweiten gigur bie brei fünfte A, B, C ber erßeit 
nimmt, fo geben bie Relationen (a) in folgenbe über: 

* ij * 

( nC — i n ' C bC 6'C 

^ ^ aA ‘ a'A ’ bB b'B ’ 
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unb wenn bie (Sonjianten X,p beliebige SBertße haben; fo bieten 
bie beiben giguren in Bejug auf ißre gegenfeitige Sage weiter nidjtd 
Befonbereö bar, al$ baß brei fünfte ber einen mit if)ten refp. ßo* 
mologen fünften in ber anbern aufammenfallen, waö, wie man 
fpüter feiert wirb, bei jeber beliebigen Sage jWeier bomograpljt* 
fd&er giguren nimmer ber gaH ifl. — Slber wenn bie (Sonftanten 
X,n einanbet gleich finb, fo ftnb bie beiben giguren ^ o m o l o« 

gifd), ber 5]3unft C ifi ber föfittel» 
punft unb bie Baftö AB bie Sire ber 
Homologie. — 2>enn Wenn X — p 
ifi, fo geben bie ©leitfjungen (a'): 

aC _ a'A bC . VC 

aA : a' C b B ‘ VB * 

worauf erhellet: bafj bie beiben fünfte» 
fyfteme A, a,a‘, C unb B,b,V,C baffelbe anbarmonifcße Sßer^ält* 
niß hoben, alfo auch bie beiben Büfcßel, beren SJiittetyunfte in B, A 
liegen, unb beren Strahlen rcfp. burdß jene fünfte geben. — £ier* 
au$ folgt: baß bie beiben homologen ©eraben ab,a‘V in bem» 
felben fünfte ber Baftö AB conoergiren (§. 25), unb baß bie 
beiben fünfte m,m' mit C in geraber Sinie liegen (§. 28). — 
$>ie beiben giguren genügen alfo ben Gonftructiondbebingungen 
bomologifdjer giguren. — Slucß bie djarafteriftifcße Relation 
bomologifcber giguren: 



Cm 

Cm' 


(im 
H m' 


const. 


ergibt fid) auö biefen Betrachtungen. 3)enn ba bie brei fßunfte 
m, m‘, C in geraber Sinie liegen, fo bat man: 


Cm 

Cm 1 


fxm Ca 

Ca' 


Aa 

Aa‘ 


— X = const. 


§. 267. ÜKetrifcbe Relationen ßornologif^er gtguren. 
— SEBenn man jwei bonwlogifdje giguren alö jwei giguren betrag 
tct, wooon bie eine bie fßerfpeftioe ber anbern gewefcn iß; fo folgt 
fofort: baß alle im Borbergeßenben fjergeleiteten metrifcben Relatio* 
nen bomogtapbifdj« giguren, auch auf bowologifcße giguren 
anwenbbar finb; allein e6 ftnben wegen ber befonbern gegenfeitigen 
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Sage fyomofogifdjer giguren, aud) einige fef)r wichtige befonbere 
«Relationen ftatt. — Söenn man bie bomofogifchen giguren auf 
bie eine, ober anbere ber beiben oben angegebenen Slrten conftruirt, 
l'o ift bie birefte Verleitung ihrer metrifchen gunbamentalrelationen, 
morauö'fid) ade übrigen ergeben, fef>r leicht. — Denn man braucht 
nur ju jeigen, bafi oicr in geraber Sinie liegenbe fünfte, ober »ier 
burch benfelben «flunft gefjenbe ©erabe ber erften gigur baffelbe an* 
fyarmonifdje «-Derhältnifi, a(3 bie »ier entfprecheuben fünfte ober 
©eraben ber jmeiten gigur ^aben. — «Run gehen aber in jmei 
bomologifdjen giguren bie ©eraben, Welche »ier fünfte a,b,c,d 
ber erften gigur mit ifjren »ier homologen a‘, b', c‘, d‘ in ber j»ei* 
ten »erbinben, burd) benfelben fßunft (ben SRittelpunft ber V om ° ä 
logie), unb folglich ftnb, wenn biefe fünfte in jmei ©eraben lic* 
gen, if)te anfjarmonifeben SScr^ältniffe gleicf) (§. 12). gerner treffen 
»ier burch benfelben «ßunft gebenbe ©crabe ber erften gigur bie 
»ier entfprechenben ©eraben ber jmeiten in »ier in berfelben ©era* 
ben (ber Sire ber Vontologie) liegenben fünften, unb mithin finb 
bie anharmonifchen a$erf)ältniffe biefet beiben »ierftrat)ligcn Söufchel 
gleich (§• ID/ »• 6 ». f. 

§. 268. SBenn J,J‘ mieber bie ©eraben bejeidjnen, »eiche in 
ber erften unb jmeiten gigur refp. bet unenblicfj entfernten ©era* 
ben ber jmeiten unb erften entfprechen; fo ftnb biefelben offenbar 
ju ber Sire ber Vomologie parallel. Denn bie ©trabe J unb 
bie ihr enttyrechenbe unenblich entfernte ©erabe ber jmeiten gigur 
fdjneiben fich in bemfelben fünfte ber Sire ber Vomologie, »eichet 
unenblich entfernt liegt, unb mithin ifl J ju biefer Sire pa* 
rallel — unb ebenfo ergibt ftdj, bafi J' ju berfelben Sire parallel 

ifl. - 

Die Entfernungen ber beiben ©eraben J,J‘ »ott bem ÜRittel* 
punlte unb »on brr Sire ber Vontologie fangen »on ber in ber 
©leidjung: 

Sm , ^ fun 

Sm' ' (im‘ 

»orfommenben Eonftante X ab. — Denn e3 feien i,i‘ unb x refp. 
bie fünfte, mo ber ©traf)! Sm bie ©eraben J,J‘ unb bie Sire bet 


Digitized b? Google 


‘Hnw«nbung ber »orfiergebenben Ibeorltn. 


249 


Homologie trifft, fo ^nt man, Wenn manSm' = ao fe^t:-^-= X, 

Si # 1 

unb roenn Sm — <x> gefegt tvirb: — - =-7-; folalirf? : 

II A 

—r — ■— ober : Si. Si' = xi . x 

xi St 


«£>ieraud erhellet: bafj bie Witte brr beiben fßunfte i,i‘ mit 
ber ber beiben fünfte S, x jufammenfällt, ober bafj bie ©ntfernung 
ber ©traben J »on bem iliunfte 'S ber ber ©eraben J' »on bet 
2lre ber Homologie gleich, aber entgegengefefct ifi. 5)enn au« 


S£ 

xi 


xi' 

Si' 


folgt: 


Si xi ' 

Si — xi xi' — Si' 


ober: 


Si 

Jx 



alfo: Si = 


xi'. 


2>iefe« Siefultat mar (eicht borget j u fe^enj benn bie auf bem* 
felben <5traf)l liegenben fünfte m,m‘ beiber giguren bilben jtoei 
(jomographifthe Teilungen, berem 2)oppelpunfte S, x ftnb — unb 
folglich fällt bie Witte tiefer fünfte mit ber »on i, i' jufammen 
(§. 100). 

§. 269. SBir moUcn je&t in einer gigur jiuei fefie ©trabe 
L, Li unb in ber hoou'logifchen gigur bie beiten entfprcdjenten 
©eraben L', L\ betrachten — ©« feien mp, mq bie »on einem 
fünfte m ber erften gigur auf bie beiben erften ©eraben L, L v 
unb m‘p‘, m‘q‘ bie »011 bem ontt'prechenben fünfte m' ber jmeiten 
gigur auf tie beiben anbern ©eraben L‘, L\ gejogenen fßerpenbifel; 

fo ftefjen bie 93erhältnifTe - mp - , mp ~ - für jebe beliebige Sage 
1 1 ' mq m'q 

ber beiben homologen fünfte m, m' in einem confianten SSerfjält* 
niffe (§. 261), fo tafj man hot: 


(c) 


mp ^ m'p' 

mq ’ m'q' 


SBenn bie erfle ©erabe L bet erften gigur burch ben Wittel* 
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punftß ber Homologie gefjt, fo füllt fte mit ifjrer homologen V ju* 
fammen, unb man Ijat: 


folglich: 

(d) 


mp Sm 

m'p ' Sm' ’ 

Sm ^ mq 

Sm' m' q‘ 


Sßenn man alfo in jwei ^omoIogif($en giguren jwei 
f e ft c homologe ©ctabe L, L' nimmt, fo fje^t baö $er* 
^ ä 1 ttt i # b er 21 5 fian be jmeier beliebiger ^omologer^unf te 
m, m' »on bem 9R ittelpunfte ber Homologie $u bem 5Jer* 
^ältniffe ifjret SIbjtänbe »on ben t> e i ben feften ©eraben 
L,L‘ in einem conflanten ® etljältniffe. — 

stimmt man bie Sire ber Homologie für bie ©erabe L, fo 

fällt L' au mit biefet 2lre jufammen, unb eö n>irb-^r — ; 

m q' jim" 

folgli^: 

Sm ^ fim 

Sm' (im' ' 


weldjeö bie bereits in §. 266 erhaltene Relation ifi. 

©3 brauet wofK faum bemerft ju werben: baf» bie ©onfiante 
X in biefen »erfdjiebencn Relationen, fo tt>ie in ben folgenben, nic$t 
benfelben SBertf) befiält. — 

Sßenn bie ©erabe L in unenblidjer ©ntfernung liegt, fo 
»erfdjwinbet ba$ ißerpenbifel mq auö ber ©leit^ung (d), unb man 

: 


too fefct m'q' bie ©ntfernung beS fünftes m' »on ber ©eraben J • 
ift, welche in ber jweiten gigur ber unenblid) entfernten ber erfien 
entfpricfjt. — 

S3ermitte(ft biefer Relation jWifdjen jwei homologen giguren 
laffen fidj bie ©igenfdjaften ber einen leidjt auf bie anbere über« 
tragen. — 

SBenn bie ©erabe L in unenblidjer (Entfernung liegt, unb 
für L bie ©erabe J genommen wirb, roeldje ber uneitblid) ent* 
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fernten ©eraben ber jtt>citen gigur entfftriefttj fo Berfcftwinbcn mp, 
m' q‘ au 9 ber allgemeinen ©leicftung (c), unb man ftat: . 


2Ufo ifl baö Probuft bet Slbjtänbe jweier ftomologen fünfte 
m,m‘ »on ben beiben ©eraben J, J‘ confiant. — SEBenn alfo 
in bet ©bene einer gigur gn> ei parallelen gegeben finb, 
unb man jieftt Bon einem fejienpunfte nach iebemPunfte 
m biefet gigur einen ©traftl unb nimmt barauf einen 
Punft m‘ Bon folget S3efdjaffen^eit, bafi baö Probu.ft 
ber Slbflünbe ber beiben tyunftt m, m 1 Bon ben beiben Pa« 
talleien conftant ifl; fo befeftreibt bet punft m' eine fto* 
mologifcfte gigut Bon ber gegebenen. — 

fcomograuftiftfie giguren, tr»o»on jtoci bomologo fficrabc in uw* 

cnbltcber (?ntfcrniing jufamntetifaUctt (Affine giguren). 

§.270. Gouftruction folget giguren. — 2Benn man 
in ben ©leieftungen Ca) in §. 255, mittelft melefter fine ftomogra* 
pftifefte einer gegebenen gigur eonflruirt würbe, bie beiben Gonftan* 
ten A = fi=l feftt; fo bieten bie beiben giguren bie Gigentftiim* 
licftfeit bar: bafi ber unenb lieft entfernten ©erabett ber einen gigur 
eine ebenfalls unenb lieft entfernte ©erabe ber anbern gigur ent* 


fprieftt. — Denn wenn ab unb a‘b‘ jwet ftomologe ©erabe ber 
beiben giguren finb, fo ftat man naeft ber 93orauö|eftung : 


aC _ a'C 

bC 

VC 

aA a‘A‘ 1 

bB 

VB‘ 


SBenn nun bie ©erabe ab in unenb lieft e Gntfernung rüeft, 


mq 


— X . m'p‘ ober: mq.m'p 1 = const. 



c 
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3 n? e tt e 'H6 tft eilung. 


fo wirb aA — i, — U a<j4 , — 1> Vß 1 5 

mitftin muffen bie beiben fünfte a‘, b' in unenblicfter ©ntfernung 
liegen, unb folglich liegt auch bie ©erabe a‘b‘ in unenblicfter 
ßntfernung; w. j. b. W. 

3ebem unenb lieft entfernten Punfte bet erflen gigur entfpricftt 
alfo aueft in ber jweiten ein unenb lieft entferntet Punft — unb 
jwei Parallelen in ber erfien gigur entfpreeften wicber jwei 45a# 
rallelen in ber jweiten — folglicft einem Parallelogramme 
in ber erfien aueft ein Parallelogramm in bet jweiten. — 

' §. 271. SRetrifcfte Relationen. — 3n biefen (affinen) gU 
guten »ereinfaeften fteft bie me trifeften Relationen feftr, unb entfprin* 
gen alle auö ber £aupteigenfcftaft: baß jwei ftontologe ©erabe 
ber beiben giguten bureft iftre ftomologen Punfte äftn* 
lieft ober proportional getftcilt werben. — I>enn ei feien 
a,b,c,d »ier in geraber 2inie liegenbe Punfte bet erfien gigut 
unb a‘,b',c', d' bie »ier entfpreeftenben Punfte ber jweiten; fo ftat 
man: 

ab . db a‘b‘ . d'b' 

ac ' de ~ a‘c‘ ' efe ‘ ’ 

unb ba bie auf biefen beiben ©eraben unenblieft entfernten Punfte 
ftontologe ftnb (§. 270), fo fann man d, d“ für biefe unenblicft 
entfernten Punfte neftnten, fo baß bie lefcte ©leieftfteit wirb: 

ab a'b' 

ac a‘c‘ 


b. ft. bie beiben ©eraben ftnb Äftnlicft ober proportional getfteilt. — 
hieraus folgen noeft anbere wiefttige ©igenfdjaften, wie: 

3wei auf jwei Parallelen in ber erfien gigur genom* 
mene Segmente »erftalten fteft wie bie beiben ftomologen 
Segmente in ber jweiten. 
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Ttnwenbung ber borpetgebenben !£bforlen. 

5)enn ei feien AB, ab bie beiben parallelen ©egmente in ber 
erfien gigur nnb A'B', a'b' bie beiben entfpredjenben, ebenfalls pa< 
railefen ©egmenfe in bet {weiten; fo bat man: 

AB __ AC A'B‘ _ A'C 
ab aC ’ a'b' a‘ C ' 

unb wegen folglich 


AB AB' 

ab a'b' 


w. j. b. w. 


ferner : 2Benn in ben beiben giguren jwei fefle bomo* 
löge ©erabe BC,B‘C genommen werben, fo fielen bie 
Entfernungen p,p')q,q' irgenb jweier Paare homologer 
fünfte A, Äy a, a' »on biefen beiben ©eraben in einem 
confianten SBerbältnifi. — 

2>enn bie Iefcte ©leidjljeit fann man auch fo Treiben: 

AB ab 

A B' ~ "W ’ 

unb ba offenbar: 

AB _p A'B 1 p' 

ab q ’ a'b' q' 

ifo fo folgt: 

— = “ 5 r, w. j. b. w. 

p q 


§.272. gldcbenrelationen. — SBenn F, f refp. bie glä* 
djeninijalte jweier Parallelogramme ABCD, abcd in ber erfien 
gigur bebeuten, beren ©eiten refp. parallel finb; fo bat man: 

F _ AB. AD 
f ab .ad 3 

unb Wenn F 1 , f refp. bie glddjeninbalte ber beiben entfpredjenben 
Parallelogramme A‘ B' C' D', a‘ b' c' d' in ber {weiten gigur be» 
{eignen, beren ©eiten au<b refp. parallel ftnbj fo bat man ebenfo: 

F _ A B . A D' 

f a'b'.a'd' ‘ 
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3weite Wbtpeilung. 


SBegen 


AB 

ab 


AB • 

a‘b‘ 


urtb 


AD 

a d 


AD> 

a‘d‘ 


(§. 271) t)at 


man folglich: 



b.ff: 2ßen n man in ber erjlen gigur itgenb ein parallele* 
gramm nimmt, beffen Seiten ju jwei feften 2lren patal* 
el finb; fo fiept bie giftete beffetben ju ber be« entere* 
d)enben Parallelogramme^ in ber jwelten gigur in ei# 
nem confianten Perpältniffe. — 

hieraus folgt: bafi bte glädjeninpalte jweier beliebi* 
ger entfpreepenber (affiner) giguren in einem confianten 
93er$Aftniffe fielen — weil man ftep tiefe giguren immer in 
unenblicp viele unenblicp fleine Parallelogramme jerlegt ben* 
fen fann, beren Seiten ju ä l »fi feften Slren parallel finb. — 
Diefe glAcpenrelationen finb offenbar biefelben, al$ bie jwifepen 
jwei giguren ftattfinbenben, wovon bie eine bie Projeftion bet 
anbern ifi — 


Sbeorte ber corrcl«tiveti (reciprofeti) giguren. 

§. 273. 3 Wf i giguren Reifen correlatlv (reciprof), Wenn 
ben Punften bet einen ©erabe in ber anbern entfpreepen — «nb 
jwar fo: bafj ben in geraber SinU tiegenben punften ber einen 
burep benfelben Punft getjenbe ©erabc in ber anbern entfpreepen 
— mit bet Pebingung : baff baö anparmonifepe PerpAltnifj ber vier 
Punfte bem ber vier (geraten gleitp ift. — SBeil ben in geraber 
Sinie liegenben Punften ber erfien gigur in ber jweiten butep 
benfelben Punft gepeitbe ©erabe entfpreepen, alfo biefer Punft 
jener ©eraben entfpricptj fo fann man auip fagen: bafj in jwei 
correlativen (reciprofen) giguren einem Punfte unb einer 
©eraben ber einen refp. eine ©erabe unb ein Punft bet anbern 
entfpriept. — 

§. 274. ©onflruction correlativer (reciprofer) gigu- 
teit. — 2Benn man in ber ©bene einer gigur ein beliebi* 
geö 2>reieif ABC annimmt, jiept auö feinen beiben ©efen 
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A,B nad) irgenb einem fünfte m bet gigur bie ©eraben 
Am, Bm, welche auf ben beiben ©egenfeiten jwei ©eg» 

mentenoerbältniffe befiimmen, unb nimmt 

auf ben ©eiten A'C,B‘C eineö jweiten beliebigen 2)rei* 
erfeö A'B'C jWei fßunfte a',b‘ fo, bafi man bie Oielatio» 
nen bat: 


(0 


aA _ , a'C bB _ b'C 
aC a'A' ’~bC ** ‘ ~VW~’ 


wo X unb fi jwci ©onffanten finb; fo geriet bie ©erabe 
a'b‘ einer ju ber gegebenen correlatioen gigur an, unb 
entflicht bem fünfte m ber gegebenen gigur. — 

(5$ muff alfo bewiefen werben: 1) bafj, wenn bie fünfte m 
in geraber ?inie liegen, bie entfpredjenben ©eraben burcb ben* 
. feiben fßunft geben; 2) ba(j burcb benfelben ^unft gebenben 
©eraben bet crfien gigur in geraber 2inie liegenbe fünfte ber 
jweiten entipreUjitn; 3) baj? ba« anbarmonifche SJcrbAltnif? »on t>itt 
in geraber Sinie liegenben fünften ber erften gigur bem ber Hier 
entfprecbenben ©eraben ber jweiten gleich iß, unb 4) bafi ba9 an» 
barmonifcbe ffierbältnifi non vier burcb benfelben fjJunft gebenben 
©eraben ber erften gigut bem ber hier entfprechenben fünfte ber 
jweiten gigur gleich ifi- 

1) SBenn bie fünfte m in geraber 8inie liegen, fo bat 
man nach 8- 244 bie Oielation: 


aC 

aA 


+ e. 


bC 

bB 


= l, 


unb mitbin wegen (I) bie Relation: 


4 
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3»eite 2l6t$ellung. 


« a'A' , 6 b'B‘ _ . 

A ‘ a‘ C ' ft ' b' (T ’ 

welche jeigt: bah bie ©erabe a'b' fiel« burch benfelbcn f]3unft 
geht (§• 2473. 

2) 2ßenn eine ©erabe L ber erfien gigur gegeben ift, fo ifi 
bet ihr in ber jweiten gigur entipredhenbe iJSunft V ber *J3unft, burd) 
reellen alle ben »erfcf}iebenen fünften ber ©eraben L entfprechenbe 
©eraben ge^en. — Sßenn alfo in ber erfien gigur mehrere ©erabe - 
L burch benfelben fßunft gehen, fo liegen bie ihnen in ber jweiten 
gigur entfprechenben fünfte in einer ©eraben, »eldje bie biefem 
fünfte entfprechenbe ©erabe ift. — 

3) Sffienn »ier fünfte m in geraber 8 in i e liegen, fo ifi 
iftr anfjarmonifcheS akrhältnifj bem ber vier fünfte a gleich, »el» 
che$ Wegen ber erfien ber Relationen (1) bem ber »ier fünfte a' 
gleich ift — unb biefeö ift bem ber »ier ©eraben a' b‘ gleich, weil biefe 
©eraben burch benfelben ijiunft geben. SJiithin ift ba$ anharmoni* 
fdje 93erhältnih ber vier fünfte m bem ber »ier ©eraben a'b' gleich- — 

4) 2)enn baö anljarmonifche 93erhültnih »on »ier burd) ben« 
f eiben IJiunft gebenben ©eraben L ber erfien gigur ift bem ber 
»iet fünfte a gleich, welches bem ber »ier fünfte a‘ gleich ift, 
welches festere bem bet »ier fßunfte V, bie ben »ier ©eraben L ent« 
forechen, gleich ifi. — golglich ic. 

2>et Sah ifi alfo »oflfidnbig erwiefen. — 

§. 275. 8u6 ben ©leid&ungen (1) folgt ferner: bafj bem fßunfte 
a ber erfien gigur bie ©erabe B'a 1 ber jweiten entfpricht. 2)enn 
wenn ber fßunft m in o auf AC liegt, fo ift bC = 0', folglich 
b'B' = 0, fo bah bie ©erabe a'b' burd) ben ftfunft B' geht. — 
(Sbenfo entfpricht bem fünfte b bie ©erabe A'b' — unb folglich 
entflicht ber ©eraben ab bet fDurchfdjnittSpunft V ber beiben ®e* 
raben B‘a‘,A!b‘. — S)en beiben ©eraben Ab,Ba entfpredjen alfo 
bie beiben fünfte b‘,a'; folglich ben brei ©eraben AC, BC, AB 
bie brei fünfte B‘, A', C, unb mithin ben brei fünften A, B, C 
bie brei ©eraben B‘C',A‘C‘,A‘B'. — 

Söeil ber ©eraben ab ber fßunft V entflicht, fo fann man 
fagen: bah bie ©erabe, welche in be» erfien gigur einem fßunfte 
ber jweiten entfpridjt, burch bie ©leichungen (l) beftimmt wirb, 
welche man fo fchteiben fann: 
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(10 


a'A' aC b'B‘ _ bC 

a'C ' aA ’ b'C ~ ** • hB ' 


b. t). bie einem fünfte entfptedjenbe ©erate wirb in beiten gigu« 
ren burd) A^nlidje ©leicbungen mit benfeiben Eoefficienten beftimmt 


$. 276. Sillen ln unenblidjer Entfernung liegenben 
fünften ber einen gigur entfpredjen in ber anbern ®e« 
rate, welche burd) benfeiben fßunft geben. — 'Dtit nnbern 
28orten: JDem Unenblidjen in ber einen gigur entfprid)» 
ein ipunft in ber anbern. — 

$enn wenn ein ?)3unft m in unenbli<$er Entfernung Hegt, 
fo ftnb bie beiben ©eraben Am, Bm parallel, unb man bat: 


a C 
aA 

fulglid) Wegen (1'): 

J. 

K ' 


+ 


bC 

bB 


= I i ($• 249, 7), 


a‘A‘ . 1 b‘B‘ 
a'C + (i ' b'C 


welche ©leidjung geigt, ba§ bie einen unenblid) entfernten fünfte 
mentfpredjenbe ©erabe a'6' ftetö burd) einen fe flen Ißunft gebt (S 247). 
golglidj tc. 

$ 277. Ü3en auf bet Sajiö AB in ber erften gigur liegenben 
fünften entfpred&en in ber jweiten gigur burdj ben Ijjunft C ge« 



benbe ©erabe. 3- ^ em fünfte g entipticbt bie ©erabe C'g' — 
unb umgefebrt, bem fünfte g' in ber jweiten gigur entfpriefjt bie 
©erabe Cg in bet etfien. — 

Steuere ®eometrie. 17 


Digitized by Google 



258 


Srotite tHbthellung. 


ferner hat man jwifdjen ben beiben ‘.fünften g, g 1 bie Relation: 


gA _X_ g'B' 

gB ~ fi g'A' 

$>enn einem auf bet ©etaben Cg iiegenben fünfte m entbricht 
eine burch ben 5f}unft g' geifenbe ©erabe a'b', Weil biefer ifunft 
bet ©ernben Cg entbricht. — 2>ie in bem 5)reie<fe ABC burch 
ben ifunft m gehenben brei ©etaben geben bie Relation: 


gA aC 

gB aA 


bB 

bC 


= - 1, (§. 205) 


Weid)* wegen ber Relationen (1) in folgenbe übergebt: 

gA 1 a'A 1 b' C _ 

gB ' X ' a'C ' ** ’ b‘ B' 1# 

2lber ba bie btei fünfte g 1 , a‘, b' in gerabet Sinie liegen, 
fo bat man in bem 2)reie<fe ÄB'C‘‘. 


folglich: 


g'A' 

g'B' 


a‘ C 
a‘A‘ 


b'B' 

b'C 


==!?(§. 201 ) 


gA g‘ A‘ 
gB • g'B ‘ 



ober 


. _ 

’ gB ~ 


X_ 

f» 


g'B ‘ 
g'A ' * 


w. j. b. w. 


Die beiben ©onfianten n ftnb offenbar beßimmt, wenn in ber 
jweiten gigur bie ©erabe, ober ber ißunft gegeben ifi, weiche in 
ber erfien gigur einem fünfte, ober einer ©etaben entbrechen fol* 
len. — goiglich fann man nad) §• 274 ju einer gegebenen gigur 
eine correlatioe (recbrofe) confiruiren, fowolji, wenn in ber ju bil< 
benben gigur vier fünfte gegeben ftnb, welche Oiet ©etaben bet 
gegebenen gigur entbrechen folien, aiö Wenn brei fünfte unb eine 
©erabe gegeben ftnb, Weiche brei ©eraben unb einem fünfte ber 
gegebenen gigur entbrechen folien. — 


§ 278. Unterfuchung ber ©leidjungen (1). — Die obige 
©onftructionöart correiatioer (rectyrofer) giguren beruht auf ber 
Betrachtung jweier Dreiecfe ABC, A'B' C, Weiche refp. ben beiben 
giguren angehören, unb wooon bie ©bben beö einen ben ©eiten 
bed anbern entbrechen. — 
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3« ben ©pifcen bed einen Dreiedeö nimmt man btei belie» 
bige fünfte ber ju confkuirenben gigur, unb man fann biefe 
fünfte fo rcd^Ien, bafi in febem ber beiben $reiecfe eine ©pifce, 
ober eine ©eite in unenblicher (Entfernung liegt, waö ju mehre» 
ren gälten führt, wo ein, ober jwei ©egmente au$ bcn ©Eichungen 
(1) oetfchwinben. — 

1) 2ßenn ber ?)3unft C in unenblicher Entfernung liegt, fo 
»erben bie ©leichungen (1): 

aA — X . a , A , , bB ~ fi . fc , ß) , 

unb atöbann geht bie 95aft3 A'B' in ber jweiten gigur burd} ben 
?)3unft, welcher bem U ne nb liehen in ber erfieit gigur entflicht. — 

2) 2>er SßunftC' entflicht ber Saftö AB in ber etfien gigur. 
SBenn biefe @e.rabe burdj ben ißunft geht, welcher ben unenbtich 
entfernten ©eraben bet jweiten gigur entflicht, fo liegt ber ißunft C 
in unenblicher Entfernung, unb bie ©leichungen werben: 


3) 2Benn bie beiben fünfte A,B in unenblicher Entfernung 
liegen, fo werben bie ©Eichungen: 

c . 1 

i , a'C 1 _ . b'C' 

aC ' a‘A‘ ’ bC ** - b‘ B ’ 

unb ber ißunft C entflicht ben unenblid) entfernten ©eraben ber 
etfien gigur. — 

4) 2Benn ber fßunft C bem Unenblichen ber jweiten gigur 
entfprictjt, fo liegt A'B' in unenblicher Entfernung, unb bie ©lei» 
chungen werben: 

1TC= 1 -°' C '’ -Tc = <* ' b ‘ c ' 

5) Sßenn ber Ißunft C unb bie ©afid B'C' in unenblicher 
Entfernung liegen, fo hat man: 

aA = X . a'C', bB = fi . b'C. 

11 * 
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3»elte Stbtheilung. 


£)iefe oerfchiebenen Steigungen finb auf beliebige eorretatioe 
giguren an»enbbar. — 

3n ben ©leidjungen (1) fann man für ein ©egmentenoetljült« 


nifi ein ©inuöoerhältnifj, j. 93. für-^r ba3 S3erhättnifj 

fe^en (§. 257), fo bafj man aud) bie ©eraben AC, BC, fo»ie bie 
©traben AC,B‘C in unenb lieber Entfernung annehmen fann.— 


§. 279. 93efonbeter Sali. — 2Benn ber fßunft ber j»eiten 
gigur, »eichet bem Unenblichen bet erfien entfpricht, felbfi in 
unenblidjet Entfernung liegt; fo fann man benfelben al6 bie 




©pi&e C nehmen. Slldbann liegt bie 93afi6 A B befl erfien 3>rei* 
erfeö in unenblidjet Entfernung, man unb hat: 

aC — ~ a'A', bC = — b‘B‘. 

X fl 

5Benn man in ber erfien biefer beiben Steigungen für baö 
©egment a C bie Entfernung mp bed fßunfted’ m »on ber Slxe CB 
fefct, fo erhält man bie ©leidjfjeit: 

mp — v . a? A‘, 

»eiche folgenben ©a$ auöbrücft: 

SEBenn ber fßunft ber j»eiten ffigur, »eichet bem 
Unendlichen ber erfien entspricht, felbfi in nnettbli$et 
Sntfernug liegt, unb man nimmt in ber jweiten eine ge» 
gen biefen unendlich entfernten fßunft gerichtete Sire, 
auf biefer einen feften fjjunft Ä unb in ber erfien gigut 
bie bem ißunfte A‘ entfprechenbe ©etabe CB ; fo fleht baö 
©egment .,4V, »elcheü eine beliebige ©erabe bet j»eiten 
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gigur auf biefet Sl r e beftimmt, ju bem abflanbe be$ ent« 
fpredjenben Ißunfteö m in bet etflen gigur »on ber bem 
fünfte A entfprechenben ©eraben CB in einem conftan* 
ten Serhältnifi. — 

§. 280. aRetrifdje Relationen. — 2>ie gunbamentaleigen* 
fdjaft, »orauö ftd) alle metrifchen Relationen correlatioer (recibro* 
fer) giguten ergeben, iji bie in bet ^Definition folget giguren not* 
fommenbe: baf» ba6 anharmonifdje ffierljältnif? »on »ier in 
gerabct Sinie liegenben fünften bet einen gigut bem 
bet »ier entfpredjenben ©traben ber anbetn gleich ifi — 

3)atau6 folgt: Sffienn in bet einen gigut fünfte in ge» 
rabet Sinie liegen, fo treffen bie ihnen in ber anbetn 
gigut entfpredjenben ©eraben jene ©erabe in fünften, 
»eiche mit ben erften jwei ^omogra^^ifthie $heilungen 
bilben. — 

^»ieraud folgt weitet: 21 uf einet ©etaben gibt e$ im 
allgemeinen jWei reelle, ober imaginäre fünfte »on fol« 
eher Sefdjaffenheit, bafj ihre tntfprecijenben ©eraben refp. 
butch biefefßunfte felbft gehen. — Unb: 2)ut<h einen fßunft 
fann man im allgemeinen jwei reelle, ober imaginäre 
©etaben jiehen, welche burd) ihre correlati»en fünfte 
gehen. - 

§. 281. SBenn a,b,c,m »ier in gerabetSinie liegenbe fünfte 
ber erften gigur, unb A, B, C, M bie ihnen entforechenben ©eraben 
ber jweiten jtnb, fo hat man: 


am 

ac __ sin(A,M) 

sin (A, C) 

b m 

bc sin (B, M) 

sin (B, C) ’ 

am 

sin(A,M) r ac 

sin QA, C) “1 

bm 

sin ( B, M) L b c 

sin CB, C) J 


, «in (/I, M) 

sin(B,M) ’ 



»eil bie eingeflammerte ©röfje für jebe Sage be$ fünfte« m con« 
ftant ift. — Denft man ftch nun in ber erften gigur eine burch 
ben fßunft m geljenbe ©erabe, fo liegt ber correlatioe fßunlt ber 
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3u>elte 2l6t$«itung. 


jweiten gigur auf ber ©eraben M, unb ifi bad Ser* 

Ijältnif bet Slbfiänbe biefeö Sunfted Pon beit beiben fefien ©eraben 
A,B. — 2>ie lefcte ©leidjung brtitft alfo ben Saf> auö: 

1) SEBenn in einer gigur jwei fefte Sänfte a, b unb 
in einer correlatioen gigur bie beiben enfpredjenben @e* 
taben A,B angenommen werben, fo fteljt ba6 Serljältnifi 
ber Segmente, weldje eine beliebige ©erabe ber etfien 
gigur auf ab beftimmt, ju bem SBer^&ltni# ber Slbflänbe 
beö biefer ©eraben entfpredjenben ^Purt f t e ö Pon ben bei' 
ben ©eraben A,B in einem confianten Serljältnifi. — 

2) a6 Serljältnifi ber oon einer ©eraben auf ab bestimmten 
Segmente ifi bem Serljältniffe bet Slbftänbe biefer ©eraben Pon ben 
beiben fünften a,b gleich, fo bafi man auch ben Safc fjat: 

2) Sßenn in einer gigur jwei fefie *J3unfte, unb in ber 
correiatioen gigur bie beiben entfpredjenben ©eraben 
genommen werben; fo fieljt ba$ Serljältnifi ber Slbflänbe 
einer beliebigen ©eraben ber etfien gigur Pon biefenbei* 
ben Sänften ju bem Serljältnifi ber Slbflänbe ber ent* 
fpredjcnben Sänfte ber jweiten gigur Pon ben beiben 
feften ©eraben in einem confianten Serljältnifi. — 

SBenn eine ber beiben fefien ©eraben in unenblidjer Entfer* 
nung angenommen wirb, fo oerfdjwinbet ber Slbftanb eine« Sunftefl 
pon biefer ©eraben au$ ber ©leidjung, wie wenn betfelbe= 1 ge* 
worben wäre, unb man {jat aisbann ben Safo: 

3) SBenn jwei correlatioe giguren gegeben finb, fo 

fieljt bie Entfernung eine« beliebigen ber einen 

pon einer feften ©eraben ju bem Serljältnifi ber Slbftänbe 
ber entfpredjenben ©eraben ber anbern oon jwei feften 
Sunften, wooon ber eine ber fefien ©eraben unb ber an* 
bere bem UnenbÜdjen ber erfiengigut entfpridjt, ineinem 
confianten Serljältnifi- — 

SBenn in bem jweiten Sa^e ber fßunftbjn unenblidjer Ent* 
fernung angenommen wirb, fo oerfdjwinbet baö Segment bm au« 
ber lebten ©leidiung, unb iljt erfier SEIjeil rebucirt ftdj auf am, 
fo bafi man ben folgenben Seljrfafj [jat: 

4) SBenn jwei giguren correlatio finb, fo fieljt ba« 
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Segment, t»eid?e« eine beliebige ©etabe bet erPen auf 
einet fePen Sire, »on einem fePen fünfte au« gejault, 
bePimmt, ju bem 23erfjdltnijj bet Slbpänbe be« biefet ©e* 
taben in bet jmeiten gigur entfpredjenben fünfte« non 
ben beiben ©etaben, n>o»on bie eint bem fePen fünfte 
unb bie anbere bem auf jenet Sire in nnenbliepet (Sntfet* 
nung (iegenben fünfte entfpridft, in einem confianten 
IBetpdltnifj. — 

«ffienn "tan ju bem f efien fünfte bet erfien gigur ben $unft 
nimmt, weiset in bet jweiten gigut bem Unenblicpen entfpridjtj 
fo »erfcfjwinbet bet Slbftanb eine« fünfte« bet jroeiten gigut »on 
biefet unenblid) entfernten ©traben au« bet ©kidjung, unb man 
pat folgenben Sa&: 

5) 2öenn man burd) ben (jjunft J bet einen jmeiet 
correlatioer giguten, roeldjet bet unenblid) entfernten 
©eraben ber anbetn entfpricpt, eine fefie Sire jiept, unb 
in bet jmeiten gigut bie ©etabe, welcpe bem auf biefet 
Sire in unenblicper (Sntfernung liegenben fünfte ber er* 
^en entfpridjt; fo ftept baö »on bem fünfte J au« ge* 
jafjlte Segment, meiere« eine beliebige ©etabe bet erfien 
gigut auf bet feften Sire bejiimmt, $u bem reciptofen 
2Bertf)e be« SU'Panbe« beö entfpredjenben fünfte« ber 
jt»eiten gigut »on bet feften ©eraben, roeldje bem auf 
bet fefien Sire unenblid) entfernten fünfte entfpriept, in 
einem conPanten SSerpältnifj. — 

§. 282. 9?acf> bem jmeiten Sa&e be« »orpergepenben $nra* 
grapsen fann man folgenbe neue Definition correlati»er (red* 
profet) giguten aufpellen: 

3n> ei giguten peipen correlati» (reciprof), wenn ben 
^Junlten ber einen ©etabe in ber anbetn entfpredjen* 
unb jroar fo: bap bie «Ber^äUniffe ber Slbftänbe febe« 
fünftes bet etpen gigur »on br ei fePen ©etaben ju ben 
SBerpältniffen bet Slbpänbe ber entfpreepenben ©etaben 
bet gt» eiten gigut »on btei fePen ^nnften in conpanten 
SBerpältniffen pepen. - 

33?an fann eine ber fePen ©eraben bet jt» eiten gigur in 
unenblid? er (Sntfernung annepmen, unb aldbann »etfdjm inbet 
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ber Slbflanb eines fünftes »on biefer ©eraben auS ben jtoifchen ben 
beiben giguren flnttfinbenben Relationen, n>ie wenn biefer Slbftanb 
= 1 geworben wäre. — Ebenfo fann man annehmen: baj? einer, 
ober jwei ber btei feften fünfte bet erjien gigur auf gegebenen 
Richtungen in unenblidjer Entfernung liegen — unb aisbann für 
baS Qterhältnifj ber älbfiänbe einer ©eraben von jwei fünften baS 
SBerfjäitniö ber Segmente fe$en, meiere biefe ©erabe auf bet Set* 
binbungSlinie biefer beiben fünfte beftimmt - unb wenn einet 
biefer fünfte in unenblidjer Entfernung liegt; fo »erfchwinbet 
baS ftch barauf bejieljenbe Segment auS ber ©leichung, »nie wenn 
eS = 1 geworben wäre, fo bat man j. 33. ben Safc hat: 

SSBenn bie Slbfidnbe eines fünftes »on jwei fefien 
2lren refp. ben Segmenten proportional finb, weld)* 
eine ©erabe auf jwei anbern fefiert 9lren, »on ihrem 
SurehfchnittSpunfte aus gejcUjlt, benimmt; fo gehören ber 
*JJunft unb bie ©erabe jwei correlatioen giguren an. — 


Eigenfchaftrn correlatiocr giguren. 

§. 283. SBennoon brei fünften A,B,C einer gigur jebet 
bie IBerbinbungSlinie ber beiben anbern in ber correlati» 
oengigur jur entfpredjenben ©eraben hat, fo haben biefe 
t>rei fünfte, wenn fie als ber ^weiten gigur angcljörenb 
betrachtet werben, in ber erfien gigur biefelben ©eraben 
als correlatioe — unb baffelbe ifi mit febem anbern 
fünfte ber gall; b. fj. feber 5J3unft hat, wenn' er fucceffivc 
a(S ber erfien unb jweiten gigur angehörig betrachtet 
wirb, in beiben gallen biefelbe ©erabe jut correlatioen. — 

3)enn nach bet SBorauSfefcung ftnb 
A, B, C brei fünfte ber erfien gigur 
unb BC, CA, AB bie biefen fünften 
entfpredjenben ©eraben ber jweiten gi- 
gur. 5)et 5ßunft A, als ^urdjfchnittS* 
punft ber beiben ©eraben AB, AC ber 
jtoeiten gigur, unb mithin als biefer 
angehörig betrachtet, h«t alfo in ber 
erfien gigur BC jur correlatioen ©eraben, welche bie ben beiben 
©eraben AB, AC ber jWeiten entipredjenben «Bnnfie C, B ber er» 
Pen oerbinbet, fo bat bet erpe $h«‘t beS SafceS betoiefen ip. — 
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3fl ferner m ein HJunft bet erften gigur, fo roitb bie entfpre« 
djenbe ©erabe <*' b' ber jroeiten gigur befiimmt, roenn man bte bei« 
ben ©eraben mA,mB jieljt, unb: 

, x aA , a'C b'C __ b' C 

W aC ~ * a'A ’ b'B ~ ** ’ b' B 

nimmt (§. 275) ffltrb nun bet flhmft m a!6 ber jroeiten gigur 
angeljötenb betrachtet, fo roitb bie entfpredjenbe ©erabe «ff ber erften 
burdj bie ©leidjung: 

aA _ , aC bB _ SC 

aC * aA 1 bC ~ ** ■ eB 

befiimmt (§. 275); folglicf) ifi: 

aC _ a'C eC _ b'C 

' aA a'A ’ eB ~ b'B ’ 

alfo fallen bie fünfte a, e mit a',b‘ jufammen, unb mithin ifi a'b' 
bie bem fünfte m bet jtoeiten gigur entfpredjenbe ©erabe ber er« 
fien, fo ba|j audj ber jrocite Jljeil beö 6afcc6 beroiefen ift. - 

ÜKan fann audj bie ©erabe a'b' alfl ber erften gigur angeljö' 
tenb betrachten, unb ben ifyr in ber jroeiten entfpredjenben fflunft 
fudjen. — 3u bem 3 | »f<fe beftimmt man auf AC,BC bie beiben 
*J3unfte a", b" burdb bie ©leieijungen: 

a'A , a"C b'B _ b"B . 

W a'C ~~ • a"A > b'C ~ ** ' b"C ' 

alöbann entfptedjen bie ©eraben Ab", Ba" ben beiben fünften 
a',b', unb iljr 2)urcljfdjnittöpunft ifi ber entfpredjenbe fßunft ber 
jroeiten gigur oon bet ©eraben a'b' ber erfien. — 9luS bet 5ier> 
gleidjung bet Relationen (ß) mit (a) folgt aber, baft bie beiben 
fßunfte a", b" refp. mit a, b jufammenfallen , fo bafi ber gefudjte 
fßunft mit m jufammenfällt. 

§. 284. SBenn jroei correlatioe giguren in einer Ebene eine 
beliebige gegenfeitige Sage Ijaben, unb man betrachtet {eben ijiunft 
m biefer Ebene fuceefjtoe alö beiben giguren nngeljörig; fo entfpre« 
cljen ibm jroei ©erabe in ben beiben giguren — unb toenn ber 
fßunft m eine beliebige gigur befdjreibt, fo umhüllen biefe bei« 
ben ©eraben jroei fjomogtapljifdje giguren. — 3)enn e$ 
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ftnben jwifdjen biefen beiben giguren aßt ®ejiehungen fiatt, weicht 
homographUch* giguren charafteriftren (§. 254). #ietau0 folgt 
weiter : 

2öenn äwei correlatioe giguren fo befdjaffen finb: 
bafj »ier fünfte ihrer <S ben e, wenn fie fucceffioe alö bet 
einen, ober ber anbern angehätenb betrachtet Werben, 
fte tö biefelben correlatioen ©eraben haben; fo tfi biefe« 
auch für jeben anbern *J3unf t ber gall. — 

Denn bie beiben giguren geben jwei homogtahh» f<h< gigu* 
ren, welche »iet gemeinfchaftliche fünfte haben, unb folglich ganj 
jufammenfallen (§. 258). 

Slu0 bem ißorhergehenben folgt ferner: 2Benn jWei correla* 
tioe giguren eine beliebige gegenfeitige Sage haben, fo 
gibt cö im Sillgemeinen brei fünfte, wooon jebet in ben 
beiben giguren biefelbe correlatioe ©erabe hat. — 3wei 
biefer brei fünfte fönnen imaginär fein; aber ber britte 
ifi fiel« reell. — 

§. 285. Daö ®erhäftni§ jWeier auf betfelben ©eraben liegen 
ben Segmenten ab, cd läfjt fuh leicht homograhhif<h »ab cor re* 
latio tranSformiren. — Denn Wenn * ben auf ber ©eraben ab 
unenb U<h entfernten iflunft bejeidjnet, fo fann man fchreiben: 

ab ab , cd / « b _ ib \ _ / c d _ i d \ 

cd ac ' ac — V. ac ic / ' \ ac ai J 

/ a'b‘ V b‘ \ . / c'd' . i‘ d‘ \ 

V a' c‘ i‘c‘ J ’ \ a'c' * a'i' ) 

a‘b‘ i'c.i'd' _ a'b' _ i'a'.i'b' 

~ c'd ' i'a'.i'b ‘ ~ c'd 1 '' i'c'.i'd' ’ 

wo a‘, b‘, c‘, d', i' bie homologen fünfte ber jweiten gigur finb. — 
Sejeichnen nun A‘, B‘, C, D‘, J 1 bie ben fünften a,b,c,d,i 
ber erften gigur entfyrechenben ©eraben in ber correlatioen 
gigur; fo hat man offenbar: 

ab sin (A‘ ,B r ) sin (J‘, A') . sin (J‘, B‘) 

~cd~ ~ sm(C,D ‘ ) sin (J 1 , C 1 ) . sin (J‘, D') 10 


»t: 
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§. 286. Die einjige (Sigenfchaft beS tfreifeö, rodele wir hier 
als befannt borauSfeben, ifi bie: bafj 5ßetipljerien>inffl über 
berfelbett ©ebne eianber gleich, ober ©upblemente »on 
einanber finb — unb biefer ©aß foß unö baju bienen, in bie 
Sljeorie beö tfreifeS ben '-Begriff beS anbarmonifeben ©erhält* 
ntffeö einjufüffren, »veiler bie ©runblage ber folgenben ©ntmirfc* 
Jungen biiben wirb. — 

— — » SBenn man »on jwei feßen 

v /'7\ fünften P, P‘ eines ItreifeS 

\ f ' \/ \ \ nach beliebigen anbern ©unf* 

\ / / \ \ ten m, n, ... beffeiben ©erabe 

M / / \\ I . jieht, fo biiben biefeiben 

V \ \ // jwei ^omograp^if^e © ü f dj e I. 

Denn irgenb jwei Strahlen 
y"' — Pm, Pn beS etßen 93üfct>el6 bil* 
' ben benfeiben SBinfel miteinan» 

ber, wie bie beiben entfpreebenben ©trauten P‘m,P‘n beS anbern 
©üfcbelS, unb folglid) ftnb biefe beiben Süfcbel ^omograpbif^ 
(8- 94). — Offenbar bot ber Strahl PP / beS erßen ©üfd)elS in 
bem jWtiten bie Jangente in P 1 unb ber ©trabl^ beS ^weiten 
©ÜfcbelS in bem erßen bie Jangente in P jum homologen Strahl. 
Der »orbergebenbe ©aß läßt ßd) auch fo auSbrücfcn: SBenn 
j» man burd) »ier fünfte a,b,c,d ei» 

/^lf\ neS ftreifeS nach einem beliebigen 

/ / \y^f\ fünften fünfte p beffeiben ©erabe 

/ / " /(/ \ 8 i e ^ t, fo iß baS anb «rmonlfcbe ©er 

( / ,f / X ) JÄltnlß biefer »ier ©eraben für 

/ ' / i«be Sage beS ©unfteS p conßanf. 

■ / / — Unb mir werben biefen conßanten 

i" — £ — SBevtt) baS anbarmonifebe ©erhält» 
niß ber »ier ©unfte a, b, c, d beS 

.RteifeS nennen. 


•i ^ 


§. 287. Slufgabe. Die DurcbfdjnittShunf te einer ®e/ 
rabenZ unb eines ffreifeS ju finben. — 0ufl. Die beiben ßdj 
um bie ©unfte P, F breljenben Strahlen Pm,P'm beßimmen auf 


Digitized by Google 



1 


288 


3 »w et t e Sbtbeilung. 



bcr ©eraben L jWei bonwgrapbi* 
fd&e Steilungen, beren (Doppel* 
punfte offenbar bie gefügten 
(Durchfchnittöpunfte ftnb. — 
Diefe ißunfte werben mittelfl breier 
5ßaare conjugirter fünfte a, a' 
conflruirt, ober wenn man fid) ber 
fünfte J, F bebient, beren fjomo* 
löge in unenblidjet (Entfernung 
Hegen (§. 102). .fjiernud folgt: 
ba§ fld> bie (Sigenfchaften in 33ejief)ung auf bie Durchl’chnittepunfte 
eine« Greife« mit einer ©eraben au8 benen ber Doppelpunfte jweier 
tjomograppifeper Reifungen ergeben, unb biefe« ©erfahren t)at ben 
großen 93ort^eil, baf? man ben '-Begriff imaginärer fünfte in bie 
Sfyeorie be« ffreifed einftibren fann, woburd) eine ber (Sntwicfclung ber 
reinen ©eometrie fef)r binberliche, wefentlidje ©chwierigfeit befeitigt 
wirb; benn fpäter werben wir fe^en, wie nüfclid) bie ©etrad)tung 
bcö imaginären felbft bei ben ©eweifen pon Säfcen fein fann, 
welche fid? aueft(iefjlid) auf reelle ©egenftänbe bejie^en. — 

S 288. 6« feien P, P bie 
Snbpunfte eine« 3)urcpmeffer8 
unb q ber (Durchfchnittdpunft 
beffelben mit ber gegebenen ®e* 
raben L. 3i f bt man ju biefer 
©eraben bie parallele ©ebne 
PM, unb hierauf bie ©ebne 
Pif; fo benimmt biefe ben Ißunft 
J auf L C§- 102), welker mit* 
bin ber gufjpunft be$ au« bem 
fünfte F auf bie ©erabe ge* 
fällten *J3erpenbifel8 ifl, unb 
ebenfo beflimmt bn« ©erpenbifel PJ 1 ben ©unft F. (Die «Witte 
0 bet beiben fünfte J, F ifl bie «Witte bet beiben (Durdjfdjnitt«* 
punftc (§. 102), unb man bat folglich ben ©nf}: (Der guhpunft 
be« au« bem Mittel punfte be« Äreife« auf eine ©erabe 
gefällten ^erpenbifel« ifl bie ©litte ber beiben reellen, 
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ober imaginären fDurchfchnittSpunfte ber ©eraben unb 
beö ifreifeG. — 

8. 289. ^Betrachtet man ben QJunft p alO ber erficn Sboilung, 
unb folglich al« bem Strafe PP 1 be$ erflen SBüfcfeel« angebörig, 
fo liegt ber homologe «Punft p' auf ber in F auf PP' (entrechten 
Sangente. — 3J?an fann bie beiben bomograbbif<§on Sb e ^ u ngen 
burdj bie ©leicbung: 

pa.pa' — pJ\pa — p«/.pa'4-pj.pp'=:0 

auÄbrücfen (8. 100), unb bie 3>urf<hnitt«punfte ber ©eraben unb 
be6 Äreifed werben burd) bie ©leicbung: 

Cpo) 2 — (p J+pJ*) pa -f pJ.pp' = 0 

befiimmt. — SBenn e,f biefe reellen, ober imaginären fünfte 
bejeicbnen, fo ifi ba« (ßrobuft ge,gf bem lebten ©liebe gj . pp' 
gleich- — 

Ober: ‘-Betrachtet man bie beiben fünfte g,j ber etfien tyti* 
lung, beren homologe in ber jweiten Sb«ilung g', J 1 finb (wo J' 
in unenblidjet Entfernung liegt); fo bilben bie beiben *ßunfte» 
haare p, J‘, g^J 1 mit t, f eine Snoolution (8 159), beren Een* 
tralpunft p ifi, weil bet conjugirte fßunft «/', in unenblichet Ent» 
fetnung liegt. SDlan bat folglich: 

ge.Qf = pJ.pp" (8 124) 

unb bie beiben ähnlichen $reiec!e gJP,gFg‘ geben: 

ober p7 . pp' = gP.gF, 

mithin ifi: 

pe . gf— gP . gF — const. 

ÜJlan bat alfo ben ©ab: 

SBenn man um einen fßunftp fid) eine Sranöoorfale L 
btebcn läfjt, fo ifi baSfßrobuft ber jwifchen biefem fpunfte 
unb ben beiben reellen, ober imaginären 2>urcbfcbnitt6» 
punften berfelben mit bem Greife liegenben ©egmente 
confiant. — 
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fei C bft «DlitUlpunft unb R ber #albmeff« b tfl Greife«, 


fo ^at man: 
unb folgltd): 


qP.qP‘ = (qC ) 2 - ß 2 , 
p e . p/*= (p CO 2 — ß 2 . *) 


*) Die reell« n, ober imaginären DurcbfdmittShunftee, f 
einer ©eraben unb eine« Greife« unb beren eigenfdjaften laffen fleh auch 
febr einfach bireft angeben, ohne bnj» man tu ber Betrachtung ber Dop* 
p e lp u n f t e homographifd?« Steilungen feine Zuflucht }U nehmen braucht. — 


S/ 



Denn eS fei C ber Ärei8 unb qS eineSefante, fo tat man offenbar: 

q e — q 0 — e 0 = p 0 — R * — (CO)*, 

pf = pO + eO = p 0 -f J/ß* — (C 0)*; 
folglich : . . 

pe.pf = (pO)* — ß* + (CO)* = (pC)» — ß* = const. 

Drehet fleh nun biefe Sefante um ben feffen ißunft p »on ber 
(Rechten gegen bte 2infe, fo nähern fleh bie beiben DurchfdjnittSpunfte 
«, f einanber fortwährenb , unb wenn bie Sefante eine Sangente p T beS 
ÄreifeS wirb; fo fallen fle in bem OerührungSpunfte Q jufammen. — 
Se$t bie Sefante ihre Drehung in bemfelben «Sinne noch weiter fort, fo 
werben bie beiben, bisher reellen DurchfcpnittSpunfte e,f imaginär, 
liegen alfo nicht mehr auf ber Sefante pS fei bft, fonbern auf bem Iß er* 
penbifel CO, unb jwar ln gleichen (Hbftänben oon bem fßunfte O. 
Denn ba iefct CO >• ß ift, fo fann man fchreiben: 
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SBemt ber ißunft p bie ÜDtitte O bet beiben fünfte e, f ifi 
fo hat man: 

Of — — Oe unb (0 «) 2 = i? 2 — (0 C) a . 

3)a bie 5D?itte bet beiben IDurdjfdjnittöpunfte einer ©eraben 
unb eine« Greife« bet ftujjfmnft be$ auö bem ©iittetyunfte be3 
Greife« auf bie ©erabe gefaßten ^erßenbifelö ifi (§. 288), fo folgt 
hierauf: 

SBenn fid) eine ©erabe um einen feficn Sßunft brefjet, 
fo ifi bet £>rt bet SWitte ihrer beiben reellen, ober ima« 
gindten 2)urd)fchnitt3|>unfte mit einem feften tfreife ein 
jweitet £rei$, beffen 2)urdjmeffer bie »on bem feften 
fßunfte nach bem SJiitteipunfte befl gegebenen Greife« 

§. 29Ö. SBenn eine ©erabe 
A einen ffteifl nicht trifft, fo 
finb bie£>of>}>eIpunfteber beiben ho* 
mogra)>bif^ e « ^^tüungen, burd) 
welche man bie beiben 2>urch* 
fdjnittöhunfte ju befiimmen fucht, 
imaginär, unb aldbann b« 1 
man ben @afc: 

©3 gibt ju beiben <5ei* 
ten ber ©eraben A einen 

p e = p o - <y (Cop — fl») . y— t, 

of = p 0 + (y (CO)* - ä«) . V ~ 
woraus wteber folgt: 

pe.pf = (pO)* -f- (CO) 1 — R* =• (pC)* - R* = eontt. 

Offenbar ifi: 

p 0 = ]/(p C)*—(CO)* unb Of — — Oe = \f (CO)* — R*) 
wirb alfo C 0 = C p, fo ifi p 0 = 0, brr S3unft 0 fällt mit p jufam* 
men, u nb Of obe r 0 * erreicht feinen größten 5Berth=V A (Cp) 2 — R* 

= V Q • • €>/■• - 

®rebet fitfj bie Sefante in bemfelben Sinne noch fort, fo nimmt bie 
gegenfeitige ffintfernung e f ber beiben imaginären SurcbfcbnittSpunfte 
• , f wteber ab, bi« ffe wieber = 0 geworben ifi, »renn bie Sefante wie» 
ber Xangente wirb, worauf ji<b bie jefct reellen, unb folglich auf bet 
Sefante felbfi liegenben ©urchfcbnittShunftt e, /‘immer weiter bon ein* 
anber entfernen, k. 


gehenbe ©erabe ifi. — 



Digitized by Google 


1 


273 


3toeitt Vbtheilung. 


Ißunft, »on welchem aud alle Segmente wie ««' unter 
gleich großen SBinfeln erfheinen, unb j»ar bleibt biefet 
«jjunft jtetd berfelbe, »eiche Sage bie bciben fejien fünfte 
p,p auf bem ibreidumfange auch Ijabeit mögen (§. 111). 

3)enn bad duabrat bed »bflanbed bed fraglichen fünfte« »on 
ber Oerabcn A ift bem mit bem 3 e i<hen — genommenen C-uabrate 
bed halben Segmented jwifdjen ben beiben 2)oppe(punften, unb folg« 
lict) bem duabrate ber halben imaginären Sehne bed Greife« 
auf ber ©eraben gleich (§• Hi)- 

§. 291. Aufgabe. — Die imaginären 3)ur<hfchnittd* 
punfte eine« Greife« mit einer in unenblicher Gntfer« 
nung liegenben ©eraben ju beftimmen. — 

Au fl. 2)ie Strahlen Pm, 
pm, »eiche ftch um bie beiben 
fefien fünfte P,P brehen unb. 
ftch in einem beliebigen anbern 
fßunfte m bed flreifed fdjneiben, 
treffen bie ©erabe in j»ei Ißunf» 
ten a,a‘, »eiche in unenblicher 
/ ©ntfernung liegen unb j»ei h°* 
mographil’the Steilungen bilben, 
beten 2)oppelpunfte bie gefuch, 
ten fünfte ftnb. — SBenn man aber burch ben fßunft P ju Pm 
bie parallele Pm' jieht, fo geht biefelbe burch ben in unenblidjer 
©ntfevnung liegenben fßunft a\ fo bah bie beiben homograhhlfhen 
Steilungen burch &«< beiben Schenfel bed Sßinfeld mPm' gebilbet 
»erben. 3)iefer SBinfef ifl aber unoeränberlih, unb mithin 
bilben feine Schenfel bei ber CDreljung um bie Spifce Pj»ei hon»< 
gtaphifh« Süfhel, beten imaginäre SDoppelflraljlen ben 2)op* 
pelpunften bet beiben in unenblicher ©ntfernung liegenben homo* 
graphhhen Steilungen entstehen. — 5D?an ^at folglih ben Saft: 
35ie 2)urhfhnittdpunfte eined ffteifed mit einer in 
unenblidjer Sntfernung liegenben ©eraben liegen auf 
ben ®oppel(lrahlen j»eier h»mograph*f^ er Süfhel, 
»elhe »on ben Shenfeln eined fih um feinen Scheitel 
breffenben SBinfeld »on confianter ©röfje gebilbet »orben. 
2>er äßinfel änbert ftch, »enn fih ber fJJunft P auf bem 
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Steife »errüdt, unb folglich bleiben He Doppelfaahlen btr non ben 
beiben ©Teufeln be« SBinfel« gebilbeten Süfdjel fiel« Hefeiben, 
»welche ©rofie biefer Sßinfel auch haben mag, wie bereit« in $. Hl 
bireft bewiefen ifi. — 

8. 292. SBenn man burdj einen beliebigen ißunft ju ben bei» 
ben ©djenfeln be« SBinfelö mPm' in einer feiner Sagen jwei ffla* 
radelen A, A“ lieht, fo gelten biefelben burd) jwei homologe 
fünfte ber beiben in unenblidjer ©ntfernung liegenben homogra* 
p^ifc^e Teilungen. ÜJfan $at folglich ben ©afc: 

SBenn man SBinfel (A, A‘),(B, C) . . . fyat, welche 

allebiefelbe@röjieljaben, unbin bemfelben Drehung« finne 
gebilbet finb, aber eine beliebige Sage haben; fo beftim* 
men ihre ©djenfel auf ber in unenblid)er (Entfernung lie* 
genben ©eraben jwei homograp bifdje Steilungen, beren 
imaginäre Doppelpunfte fiel« biefelben finb, welche 
gemeinfebaftli^e®röf e biefe SBinfel auch h«ben mügen, 
unb biefe fDoppelpunfte finb bie 2>urd>f(^nitt«punFte 
eine« beliebigen ffreife« in ber ©bene ber gigur mit ber 
in unenblidjer ©ntfernung liegenben ©eraben. — 


3«» ben Ärei« befebriebene äMelecfc. 

§. 293. ©« feien PA, P 1 A unb PB, P“B jwei fj?aare feflcr 
homologer Strahlen, unb Pm,P‘m jwei »eranberliche homologe 
©trablen; fo Wirb bie Tomographie ber in §. 286 betrachteten bei* 
ben ©üfdjel burdj bie allgemeine ©leichheit: 

sin mPA sinmP'A 

sin m PB ' sinmP'B 

au0gebrücft (§. 92); allein hier ifi bie ©onftante X = I, weil bie 
beiben 2Binfel mPA,mP‘A gleich ftnb, ober ber eine ba0 ®up* 
plement be« anbern ifi, fo wie bie SBinfel m PB, mP'B. Die ©lei* 
chung ifi alfo: 

sinmPA sinmP'A 

sin in PB sinmP'A 

Der erfte Slwil ifi gleich bem fßerhältnif? ber Slbftänbc bc« 
Steuer» ©eometrie. 18 
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fünfte« m »on ben belben ©eraben PA, PB, unb bet jwette Shell 
Qlelct) btm Serhältniß ber Slbftdnbe beffelben fünfte« »on ben bei» 
ben ®etaben P‘A,P‘B, fo baß man für baS Sietecf PAFB ben 
©aß f>at: 

gut baS in einen tfreiS betriebene 93ierecf ifi baS 
•ßrobuft bet Slbftdnbe jebeS ißunfteö beS JtreifeS »on 
ben ©egenfeiten gleich bem Ißrobufte ber Slbftdnbe bef* 
feiben fünfte« non ben beiben anbern ©egenfeiten. 

Süann fann tiefen ©aß audj auf ein beliebiges 33ielei 
non einer getaben änjafct non ©eiten erftrecfen, fo baß man ben 
©aß ^at: 

sffienn ein 93 i e t e ef non einer geraben ©eitenaahl in 
einen tfreiS befi^rieb en iß, fo iß baS fßrobuft ber Slb* 
ftdnbe eines beliebigen fünftes beS tfreiSumfangeS non 
ben ©eiten non getabeni [Range gleich bem f}3robufte ber 
Slbftdnbe beffelben fünftes non ben ©eiten ungeraben 
[Ranges. — 

Ufti biefen ©aß ju betneifen, braucht man nur ju bemerfen, 
baß berfelbe, »nenn er für ein 93ie(erf non 2 n ©eiten ßattßnbet, 
auch für ein ®iele<! non 2n + 2 ©eiten gilt, meil ftcij biefeS bur<h 
eine Diagonale in ein ©iilecf non 2 n ©eiten unb in ein 93icrccf 
jerlegen läßt, unb bie ©leicfjungen für biefe beiben giguren unmit» 
telbar bie für ein ffiielecf non 2n + 2 ©eiten geben. Söenn alfo 
ber ©aß für ein OHetetf gilt, fo gilt er auch für ein ©e$Se<f, 
Sidjtecf, .... 

§. 294. (Sin in einen ffreiS betriebenes SSielecf fann als ein 
SSieletf angefeßen »nerben, Welches in einem feiner ©Reitel eine 
unen blieb Heine, nach ber Sangente in biefem fünfte gerichtete 
©eite h‘»l, unb man tjnn f oI 8 lid ? ben lebten ©aß anf ein belie* 
bigeS 93ielecf erßrecfen, fo baß man 8- 33. fofgenben l'ehrfaß f)at: 

SBenn man ein in unb ein um einen jfreis befehde* 
beneS 93 i e I e cf betrachtet, inbem bie ©pißen beS erßen bie 
33erübrungSpunfte ber ©eiten beg leßtern finb; fo iß 
baS fßrobuft ber Slbftdnbe eines beliebigen fünftes beS 
ÄreiSumfangeS »on ben ©eiten beS erften SßielecfeS gleich 
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bem fßrobufte bet 2lbfiänbe beffetben ‘ßunfteS »on beit 
Seiten beö jmeiten 93 iel ccfeö. — 

§. 295. 60 fei Pm Pn 

ein in einem ffreiö befcpriebeneö 
Sieretf unb L eine ®erabe, 
tteldje bie Seitenpaare P m, 
Pn-, P'm, P‘ n tetp. in ben 
fünften a,b-,a‘,b' unb ben 
Äreiö in ben beiben reellen, 
ober imaginären fünften e,f 
fdjneibet; fo finb e, f bie 2)op* 
pelpunfte jmeier pomogtappi* 
fdjerjpeilungen, tt>o»on a,b‘,a'b‘ 
jn>ei $aare pomologer fünfte 
ftnb (§. 291), unb folglich bilben bie brei Ißunftepaarc e, f, a, b'-, 
a‘,b eine 3n»olution (§. 128). OTan pat alfo ben ?eprfafc: 
SBenn ein SSiererf in einen JfteiS befcprieben i fi, fo 
fdjneibet eine beliebige Uranßoerfale bie beiben 5]3aare 
feiner ©egenfeiten unb ben ifreiö in feepö fßunften, welche 
eine 3n»olution bilben. 

3)iefer Sap wirb baS 35efargue3’fripe 3n»olution0tpeorem 
genannt, unb läfjt fiep auch noch auf folgenbe SBeife bartpun: £ie 
»on ben beiben Spieen P 3 P beö Sierecfcö Pm P'n nad) ben »ier 
fünften m, n; e,f beö jfreifeö gejogenen ©eraben bilben jwei 
Straplenbüfcpel, welche baffe tbe anparnionnche SBerpältnif? fjaben 
(§. 289), unb folglich paben auch bie 3)ur<hfcpnitt6punfte a s b,e,f 
unb a',b',e,f bieier Siifcprl mit ber Xranfvetfale einerlei anpar* 
monifepcö 33erpältnijj, fo bajj man Ijat: 

eg , fa ea' . fa‘ 

eb ‘ fb ~ eb' *’ fb‘ , 

ober: 

ea , eb ‘ fa . fb' 

ea' . eb f a' . fb ’ 

welche« eine 3n»oIutio nögleicpung mit ac^t Segmenten ifi. 
folglich jc. 

Sei biefem jweiten Seweife ifi eigentlich erforberlitp, bafj bie 

18 * 
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beiben fünfte e,f imaginär jinb, Weil fte einjeln betrautet Wer* 
ben (?), wäbtenb biefe fünfte bei bem erßenöcweife reell, ober ima* 
ginär fein fönnen. — 

2)ie lefcte©leichuHg fann auch auf ein 93i elecf »on einet ge* 
raben ©eitenjabl erftrecft werben, fo bafj man ben @afc ^at: 

SBenn ein 93ielecf »on einer geraben ©eitenjabl in 
einen tfreiö betrieben ifi, unb man jiebt eine Sran«* 
»erfaie, welche bic ©eiten »an gerabem 9iange in ben 
fünften a, «nb bieSeiten »on ungcrabein DJange 
in ben fünften S, S 1 , S“, . . . , fowie ben ffreiö in ben bei* 
ben fünften e,f fd>neibet; fo b«t man bie Relation: 

ca . ea‘, ca“ . . • fa. fa'. f a" . . , 

cS.ee 1 , eS“ ... _ fS.fS'.fS" ... 

Der SBeWeiö wirb Wie in $. 293 geführt. — 


(finflcfcfiricbeiicö SechSerf. 

§. 296. Die »on »ier fünften eine« Greife« nach jwei anbetn 
fünften beffeiben gejogenen ©craben biiben jwei Süfchel, beten 
anbarmonifche SBerbältniffe gleich ftnb (§. 286), unb wenn man 
biefe fed)6 fünfte alö bie ©vi&en eined ©echSecfeö betrachtet; fo 
bat man ben fßaöc al’fchen Se^rfa^ (§. 243): 

SBenn ein ©ec^ d ecf in einen Jfreiö befchrieben ifl, fo 
liegen bie brei Durchfchnittövunfle feiner brei ißaare 
©egenfeiten in gerabet 8inie. — 


81nljannonifd>e« »erfcältntfj »on »ier Sangenten. 

§. 297. 2Benn an einen ffreiö jwei al$ fefi betrag 
tete Sangenten unb mehrere anbere gejogen werben, fo 
erfcheinen bie jwifchen ben beiben erften liegenben ©tücfe 
ber anbern »om ü)t i ttelpunfte bed ffreifeö auö unter 
äßinfeln, welche einanber gleich, ober ©u»blemente »on 
ein an ber fittb. — 
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Denn e$ feien A, A' bie ©erüljrungö» 
punfte ber beiben feflen Jangenten, unb 
m bet einet britten a a‘, fo ftnb Ca, Ca' 
tefp. auf m A, m A' fenfrecbt, unb bet 
SBinfel aCa' ift baö Supplement pon 
Am A'; aber alle 5J3eripljetie»infel übet 
bet ©ebne A A' ftnb einanbet gleich, 
obet Supplemente pon einanbet. golg» 
liij k. 

SBemt bie beiben feflen Tangenten 
parallel ftnb, fo ift ber SBinfel a Ca' ein rechter, golglid) 
erfcbeint ber j»if<ben j»ei parallelen Jangenten lie» 
genbe Jbeil einet britten Tangente oom fSJtittelpunfte 
beö tfteifeS au$ unter einem regten SBinfel. — 

£ierau$ fofgt: (Sine auf einem ifreife fottrollenbe Jan» 
gente trifft j»ei fefle Jangenten beffelben in jwei.lßunf« 
ten, welche jreei bomograpbiftbe 3:£>eilwngen bilben. — 
Denn ba bet SBinfel aCa' berfelbe bleibt, fo bilben bie bei» 
ben Strahlen Ca, Ca' j»ei ^omograpbifi^e ©üfcbel, unb folglich bie 
beiben 5J3unfte a, a' jwei ^omograp^if^e Jbeilungen. — 


§. 298. Die Pon einem feflen fünfte nad) ben beiben Steifen 
pon fünften a unb a‘ gezogenen ©etaben bilben jtpei ^omograp&i» 
fdje Süffel, beten Doppelftrablen offenbar bie bureb biefeit 
©unft an ben ftreiö gejogenen Jangenten finb. Die Doppclftrab» 
len Tonnen aber imaginär fein; folglich auef» bie Jangenten, unb 
bierauö erhellet, »a« unter g»t>ei imaginären Jangenten eineö 
J?reife$ ju Perflefjen ift (?). — 


§ 299. 2lu$ §. 297 folgt: ©ier Jangenten eineö i? r e i» 
fe« »erben Pon einer fünften in Pier fünften gefebnit» 
ten, beten anbarmonifebeö SBerbältnib für jebe tfage ber 
fünften Jangente conftant bleibt. — Diefc confiante ®rö(k 
foll ba$ anbartnoniftbe ©erbültnifj ber piep feflen Jangenten 
genannt »erben. 

§. 300. Da« anljarmonifcbe SSerbältnifi pon Pier Jan» 
genten eines JfreifeS i fl bem ber Pier ©erübrungSpunfte 

glei<b — 


Digitized by Google 



378 


3 weite Hbthetluna- 


Denn baö anhatmonifche 93er^ältni^ bet »ter fünfte a, b, c, d 

ifi bem bet t»on biefen 
Hier fünften nach einem 
fünften fünfte m beö 
if reifcö gezogenen riet 
©traben gleich (§. 286), 
unb baö anljarmonifche 
93erf>ä(tnig ber Hier San* 
genten in ben fünften 
a, b, c, d ifi bem ber Hier DurcftfdjnittStntnfte u, G,y, d biefer San» 
genten mit einer beliebigen fünften Sangente gleich (§ 299). Daß 
unharmonische 93erf)ültnifj ber Hier fünfte u,6,y,6 ifi aber bem bet 
Hier Strahlen Ca, CS, Cy, Cd gleich, unb ba tiefe Strahlen refp. 
auf ben ©traben ma,mb, mc,md fenfrecht ftnb; fo ifi ihr 
anljarmoniiche« SJerhältnifi bem ber ©traben gleich, welcheö baö 
ber Hier fünfte a,b,c,d auöbrücft, unb mithin ifi biefeö Verhält* 
nifj bent ber Hier Sangenten gleich- — 2B. J. b. w. 



tlmfebriebene Söfelecfe. 



m a 
mb 


§ 301. ©ö fei abb'a' ein 
um einen tfreiö befchriebeneö 
93ierecf, unb mm' eine beweg* 
liehe Sangente, Welche bie ©e* 
genfeiten a b, a‘ b' in m, m' 
fchneibet; fo bilben biefe beiben 
fünfte jwei ho m ographif<he 
Stellungen (§. 297), unb mit* 
hin hat man: 


m'a' 
m' b‘ 


. C§ 76-) 


Daö ffierhältnifj - ifi aber gleich bem S3erhältnif bet Slbfiänbe 
ber Sangente mm 1 non ben beiben Spifcen a ,b beö ffiicrecfeö, unb 
ifi gleich bem 93erhältnift ber Slbfiänbe berfelben Sangente 


m' b‘ 
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»on ben beiben anbern ©pi^en b‘ beffclben. $ie »orhergehenbe 
©leidjung briicft alfo folgenben @afc auS: 

2ß cn n ein 9Si crecf um einen ffteiö befdjrieben ifi, unb 
eine Jangente rollt auf bem Greife fort, fo fleht baö $ro* 
buft ihrer Slbftänbe »on }t»ei ©egenfpifcen beö SJiererfefl 
ju bem ^robufte ihrer Slbftänbe »on ben beiben anbern 
©egenecfen in einem cenftanten 93erhältni)j. — 

3)ie donftante X hat einen feht einfachen georaetrifchen Slufl» 
btutf. 3)ie 35reie<fe Cam, Cbm geben: 


unb ebenfo: 


ma tinmCa Ca 

mb sinmCb ' Cb ’ 

m‘ a‘ sin m'Ca 1 Ca 1 

m' b' sinm'Cb' ’ Cb' 


9?un haben aber bie Sßinfel m Ca, m'Ca' einerlei ©inufl, fo 
Wie bie SBinfel mCb,m'Cb‘ (§. 297); folglich ifb: 

ma _ m'a' ___ Ca m Ca' 

mb ' m'b' Cb ' Cb“ 1 

unb folglich iff: 

_ Ca Ca' Ca. Cb' 

~ Cb : Cb' ~ Cb . Ca' 5 

b. h. bie donftante X ifi gleich bem Quotienten au3 bem 
fßrobufte bet Slbftänbe beö Jf rei6mittelpunfte8 C »on 
jtuei ©egenecfen a, b' unb bem 5J?robufte ber Slbftänbe bef* 
jelben 5J3unfte$ »on ben beiben anbern ©egenecf en b, a ‘. — 

§. 302. 2>er »orhergehenbe Sehrfafc fann auch auf ein belie* 
bigeö 2}ielecf »on einer geraben Seilenjahl erftrecft »»erben, unb ifi: 
Sffienn ein Sielecf »on einet geraben ©eitcnjahl um 
einen ffreiö befchrieben ift, unb man jieht eine beliebige 
Jangente an ben £reiö; fo jieht bad fjJrobuft r er 3lb< 
fiänbe »on ben 93ielecf3fpihen geraben Siange« ju bem 
fjjrobufte ihrer Slbftänbe »on ben@pifcen ungeraben fRan» 
geö in einem conftanten SSerfjältnifi, t»el<he6 gleich ifi 
bem Quotienten auö bem fßrobufte ber Slbftänbe ber23iel» 
ecfS fpifcen geraben SRangeö »om tfreiömi ttelpunfte unb 
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bein ^Jrobufte bet 2lbfiänbe bet ©pifcen ungetabeit San» 
ge$ » on betnfelben fünfte. — 

2>et S3ett>et« wirb Wie früher geführt (§. 293). 

§. 303. 2>en öerühvungdpunft einet Sangente fann man ald 
bie ©pifce eine« umfchriebenen SBinfelö betrauten, beffen beibe 
©chenfel unenblidj wenig »erfchiebene Sichtungen haben, fo baff 
bet Serie hrungöpunft ber ©eite eineä umfchriebenen SBielecfeö alÄ 
bie ©pifce eine« 23ieletfe0 »on einet (Scfe mehr betrachtet werben 
fann. hiernach fönnen bie obigen ©äfce auf umfehriebene Sielecfe 
»on einet beliebigen ©eitenjalfl angewanbt werben, unb man hat 
j. 93. ben Sehrfafc: 

SBenn ein SBielecf um einen ffreiö befchtieben wirb, 
fo fieht ba$ fßrobuft ber b fi & n b e feiner ©pifcen »on 
einer beliebigen Sangente ju bem üßrobufte ber Slbftänbe 
ber Serühtungöpunfte feinet ©eiten »on berfelben Sa n» 
gente in einem confianten 93erhältnifj. — 

§ 304. 2>ie Sangenten an einem ifreife fchneiben jWei fefte 
Sangenten L, L' in fünften a, b, . . . unb a‘, b‘, . .. welche jwei 
homographifch« Sheilungen bilben (§ 297), unb bie »on bcmfelben 
fünfte P nach biefen fünften gejogenen ©eraben Pa, Pb , . . . 
unb Pa', Pb', . . . bilben jwei honwgtaphifche ®äf<hel, beren 2)op' 
pelfirahlen bie burch ben ?|3unft P an ben J?tei3 gejogenen San» 
genten ftnb (§. 298). 2>iefe 5>oppeifirahlen bilben aber mit Pa, 
Pb' unb Pb, Pa' ein 3n»olutionöbüfchei (§. 128). 3Wan hat folg» 
lieh für baö umfehriebene 93ierecf abb'a' ben @a(j: 

3)ie »on einem fünfte nach ben ©egenfpifcen eine« 
umfehriebenen Sierecfeö gejogenen ©eraben unb bie 
»on bemfelben fünfte an ben ffreiö gejogenen beiben 
Sangenten bilben ein 3n»olution3 büfchel. 

ifi wohl ju bemerfen: bah ber obige 93ewei$ auch in bem 
galle gilt, wo bie beiben Sangenten imaginär jinb. — 

SQBenn E,F biefe beiben reellen, ober imaginären Sangenten, 
a , «' bie nach jwei ©egenfpifcen unb ff, ff* bie nach ben beiben an» 
bern ©egeneefen gejogenen ©eraben bejeidjnen; fo hat man unter 
anbern bie folgenbe 3n»olution$gleid)ung: 

sin ( E,a ) . sin (E, o') sin (F, «) . sin (F, a') 

sin CE, ff) . sin CE, ff') ~ - sin (F, ff) . sin {F, ff') ‘ 
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$. 305. 2>iefe ©leidjung fann auf ein umfdjtiebene« «Bi eie cf 
»on einer getaben ©eiten» ober Grcfenjahl au«gebef|nt »erben; 
b. h-: wenn E,F bie von einem fünfte an ben j?rei« ge» 
jogenen Tangenten, a,u‘,a“,... unb ff, ff*, 6",... bie von bem» 
felben fünfte refp. nach ben Gfcfen geraben unb ungera» 
ben «Range« gejogenen ©eraben bezeichnen; fo hat man 
bie «Relation: 

sin (E, «) . sin ( E , a ‘ ) . sin (E, «") .... 
sin [ E, ff) . sin (E, S') . sin (E, ff") .... 

sin (F, «) . sin (F, a‘) sin (F, a") .... 

sin (F, ff) . sin (F, ff') sin (F, ff") .... 

3)er SBewei« wirb Wie in §. 293 geführt, unb bie Semerfung 
in §. 303 ifl auch hier anroenbbar. — 

Utnfdfricbent« SedbSecF. 

§. 306. Siet Tangenten an einem Ifreife fchneiben gn>ci anbete 
Tangenten in jWei ©pftemrn »on »ier fünften, welche gleite an» 
hnrmonifche SBerhültniffe habt« (8- 299), unb wenn man biefe fedjd 
Jangenten al« ein umfchriebenc« ©echöecf bilbenb betrachtet; fo hat 
man nach 8. 241 ben folgenben Srianchon’fchen £ehrfafc: 

3n jebem umfchriebenen ©echöecf gehen bie brei I)ia» 
gonalen, welche jwei ©egenfpi&en »erbinben, burch ben» 
felben Ißunft. — 


SBtrfdjiebene (Sigenfcbaften. 



§. 307. SBenn bie beiben 
«ßunfte e, f ben 2)ur<hmeffet 
AA‘ eine« Ifreife« harmonifch 
thellen, fo flehen bie (Sntfer» 
nungen jebe« «ßunfte« m beö 
jfteife« »on biefen beiben fe» 
ften fünften in einem con» 


Denn in ben beiben Dreiecfen emA,fmA hat man: 
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cm 

eA 


sinA 


fm 

Ja ~ 


sinA 


einem A ’ fA sinfmA ’ 
unb ba nad) §. 52 bet SBinfel emA = fmA ifij fo folgt tyierauS: 


cm 

eA 


fm . me 

A-- ober — 

fA mf 


Ae 

— — = const. 

Af 



§. 308. SBenn man in ben 
j. bei b en fünften e, f, welche 
ben 2)urcbmeffer AA‘ eineö 
tfreifeö ^armoniftf) teilen, 
53 erpenbifel errichtet; fo 
fdjneibet jebe Sangente L 
} biefelben in jwei fünften 

e'y f »on folget ©efcbaffen* 
bei t: baß bie »on bem 33? i t' 
teipunfte C be$ Greife« nach biefen beiben fünften gejo* 
genen@etaben mit bet ©eraben Ca gleite SB infei bilben, 
me lebe vom SKittelpunfte C nach bem 2>urcbfcbnitt«bunfte 
a ber Sangente L unb bet in ebnem ©nDpunfte A be« 
SDurcfpmefierS gejogenen Sangente gef)t. — 

S)cnn bie beiben ©eraben Ca, Ca' bilben mit Ce 1 , Cf ein 
barmonifebeö S3üftf>el ; aber Jene ftnb aufeinanber fenfreebt 
(§. 297), unb folglich bilbet jebe berfelben mit Ce‘,Cf gleiche 
SBinfel (§. 52). 

hieraus folgt »beiter, baß: 


Ce' 

Cf 


Ae 

Af 


= contt. 


Iß. — 35enn ba bie ©erabe Ca ben SBinfel e' Cf h«Ibirt, fo iß 

Ce' ae' , . ae' Ae ,, Ce' Ae 

; aber auch 


Cf af 
= contt. — 


af 


Ae Ce' 

*; «Ifo- 


Af 


Cf 


Af 


§ 309. SBenn man auf ben »on bcmfelben fünfte p 
auSgebenben ©ebnen eine« ffreifeö ©tiiefe pp' abfcbneU 
bet, welche ficb umgefebrt wie biefe ©ebnen »erhalten, 
fo iß bet Drt ber fünfte p' eine auf bem butd) ben 
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$ßanft p ge$enben 35ur<bmeffet fen!« 
rechte ®erabe. 

2>enn nach bet SSorauöfefcung hat man 
pp ' = — — > wo X eine Gonflante i|i, 

pa 

unb wenn man auf bem 3)urd}mefiet p 0 ba« 
©egment qE = nimmt; fo bat man: 


eP ' . p« = Q E . p 0 ober 

waö jeigt, bafs bie beiben ©reiecfe qEq“, quO, Welche ben gemein» 
fchaftlidjen SBir.fel p buben, einanber ähnlich finb , unb bafi folg« 
lieb ba8 erfte in E redjtwinflig ift. folglich ifl ba0 in E auf 
bem Xurcbmeffet pO errichtete ^erpenbifel bet Crt bet fünfte 
p; w. b. w. f. 

§ 310. 2öenn ein 2)reiecf ABC 
in einen tfreiö befcijrieben ift, fo i fl 
baö ißrobuft AB . AC jWeier ©eiten 
gleich km ißrobufte Ap.AA 1 auö bem 
auf bie britte ©eite »on bet@egenec!e 
gefällten fßerhenbifel Ap unb bem 
Durchmeffet AA‘ beö ffrelfed. 

2>enn bie beiben rechtwinfligen 2)reiecfe BAp unb A‘ AC ftnb 
ähnlich, weil ihre SBinfel in B unb A gleich ftnb , fo baf? man hat: 



AB _ AA' 
Ap ~ AC 


ober AB . AC = Ap,AA'. 


\ 


£ietau0 folgt: 


AB . BC . CA - Ap . BC . AA. 

ober: 


folglich: 


o.6 . c = 4 r . 8 

S 1 ab c 

n r* 4 n r 3 ’ 


wo a,b,c,S,r refp. bie brei ©eiten beö 2>reietfr0, ß feine [fläche 
unb r ben £albmeffer bed umfehriebenen 5lreife0 bebeuten. — 
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ärceite ‘Abtbeilung. 


SBenn man 6« ficfe auf bie ©ef)ne BC bejie&enbe ©leidjung: 
Ap . AA' = AB . AC 

auf bi« fuccefftocn Seiten eineg in einen Ifreig betriebenen Sßiel* 
erfe« »on ge «aber ©eitenjaljl amoenbet, fo erhält man ben ©a& 
in 8. 293. — 

§. 311. 2Benn ABC ein in ber ©bene eine« ffreifeg 
befdjriebeneg Sreierf ifi, unb man jief)t »on ben ©pi&en 
beffel ben bie Sangenten Aa, Aa‘ ; Bb,Bb Cc,Cc'-, fo Ijat 
man jwifdjen ben ©inuffen bet 2Binfel, meiere biefe reeU 
len, ober imaginären Sangenten mit benSeiten begSrei» 
erfeg bilben, bie Relation: 

, ^ sinn AB . sina ' AB sincCA.sinc'CA sinbBC-sinb'BC 
sinaAC . sina' AC ’ sincCB.sinc'CB' sinbBA.sinb' BA 


2Bir wollen junädjft anne^men, baff bie beiben ©pifcen B, C 
be0 Sreiecfcg aufjerfjalb bc0 Äreifeö liegen, wäfjtenb bie ©pi$e 
A innerhalb, ober außerhalb beffelbeit liegen fann, unb eg fei 
D ber Surdjfdjnittgpunft ber beiben Sangenten Bb,Cc ; fo geben 
bie »on D nat$ ben brei ©pifcen leg 3)reiecfe0 gejogenen ©eraben 
bie Relation : 


(/ 3 ) 


sin b B C 
sin b B A 


sin r C A 

sin c C B 


sin DAB 

sin D AC 


= — 1. (§. 204). 


(Sbenfo fjat man für ben Surfdjnittgpunft D‘ ber beiben San» 
genten Bb‘, Cc‘: ___ 

sin b' BC sin c'CA sin D' AB 

sinb'BA sine' CB ' sinD'AC — 

Sic »ier Sangenten Bb,Bb',Cc,Cc' bilben aber ein umfdjrie» 
. bcntö ®ierecf BDCD', unb bie »on bein fünfte A nadj ben »ier 
©pi^en beffelben gejogenen ©eraben bilben nebfi ben beiben reellen, 
ober imaginären Sangente Aa,Aa‘ eine Snoolution (§ 304) 
fo ba& man bie ©leidjung bat: 

(d) ^^A D. sin BAD __ sinBAa . sinB Aa' 

sm CA D . sin CA D' "sinCAa . sin CA a'~ * 


*4 



Di 
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Viultiplicirt man enblic^ bie ©leicftfteiten QJ), ( y) in einanber 
unb beamtet bic ©leicftung (ö), fo erhält man bie Relation (a). 

9?eftinen mir nun an, bafj jmei 3)reietfdfpiftcn A, B inner* 
halb unb eine C aufterftalb bed Jbreifeö liegen. — 93?enn man 
auf ber »erlüngerten Seite AB einen auferftalb bed tfreifed lie* 
genben ijfunft ß' annimmt, unb bie ,©erabe 1? C jicftt; fo erhält 
man bie beiben Dreiede B'AC,B'BC, t»o»on jebed nur eine 
Spifte innerhalb bed ibreifcd ftat. Stuf jebed berfelben ift alfo 
ber Saft anmenbbar, unb aud beit ftdj barauf bejieftenben ©leid)* 
fteiten ergibt ftd) ganj einfach bie Relation («) für ben gatl, wo 
jwei Spiften bed 2>reieded ABC innerhalb bed Äreifed liegen. — 

SEBenn enblicft alle brei Spiften bed 3>reietfed ABC inner* 
f> a tb bed ibreifed liegen, fo nimmt man auf ber Verlängerung von 
einer Seite, j. V. »on AC, einen auf er ft alb bed tfreifed liegen* 
ben Vmrtt C* an, unb jieftt B C'. «jjierburcft erftält man jwei 2)rei* 
etfe C'BA, CB C, auf roeldje ber Saft anwenbbar ifi, weil jebed 
nur j*»ei Spifteit innerftalb bed Äreifed ftat, unb aud ben ftd) 
auf biefe beiben IDreictfe bejieftenben ©leieftungen ergibt fuft bie 
Relation (a) für bad 2)teied ABC. — 2>er Seftrfaft ifi alfo »oll* 
flänbig bewiefen, melcfte Sage bie brei 2)teierfdfpiften gegen ben 
Jfreid aud) ftaben mögen. — 


Volt unb Volaren am Greife. 


unb: 


§. 312. SBenn man in ber 
(Sbene eined if reifed eine 3frand» 
»erfale fidft um einen fefien 
5Punft p breften läft, unb man 
befiimmtben ftarmonifdj conju* 
girten fßunft q‘ »on q in Vejie* 
ftung auf bie beiben 35urdft* 
fcftnittdpunfte a, a' mit bem 
Greife; fo ift berErt bed f^unf* 
ted q' eine ©erabe. — 

35enn ed fei a bie ®?itte ber beiben Duriftfdjnittdpunfte a, a‘, fo ifi: 
q a . q a' = q q‘ . g «, (§. 45) 

q a . q a' — q A . q A‘ — const. 
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3welte Hbtheitung. 


folfllid): 


p p' . p a = q A e A'; 


, _ Q a 

Q Q = — 


JA - 


pa 


e« 

b. f). pp' fleht im umgefehrten 93erf>&ltni^ oon pa. 2lber ber 
[ßunft a liegt auf einem Greife, ber burd) ben $unft p gebt (§. 289), 
unb mitbin liegt ber fjJunft p' auf einer ©eraben (§. 309). 

Diefe ©erate heiht bie polare beö fünftes p in '-Bejug auf 
ben Jfreiö, unb umgefebrt biefer {ßunft ber o I bet ©eraben. 

Diele polare ift fenfredjt auf bem burd) ben SJ3ol p gebenben 
Durdjmcffer, unb bet IJJunft e, worin fte biefen Durchmeffer fchnei» 
bet, fann burd) bie Relation: 


Ce . Cp = (CA) 2 = R 2 (§. 44) 


beflimmt Werben, wo R ben «jjalbmeffer beö jfreifed bebeutet. — 
2Biitn bie bureb ben fJJunft p gezogene ©erabe ben ffreid nicht 
febneibet, fo finb bie beiben fünfte a, a‘ imaginär; aber ihre 
SRitte u ift ftetö reell (§. 283), fo bah ber 93unft p' noch bureb 
biefelbe ©leid)ung: 


ober burb ? 



p A . p A' 
pa 


a p . « p' = (a a ) 2 


i (») rroitM-.be 
i'md gilnä'h 

1*$ tbun *in* 


beflimmt wirb (§. 45 ), worin man nach 8 289 für (a a) 2 ben 
UBeith R 2 — (« C) 2 fefcen fann, woburch man erhält: 


a p . a Q 1 = R 2 — (a C ) 2 . 

Diefe [Relation jeigt: bah bie beiben fünfte p, p' anf berfel» 
ben Seite oon a, ober auf oerfchiebenen Seiten liegen, jenad)' 
bem R 3 — (a C) 2 pofitio, ober negati» ift; b. t). ienadjbem bie 
Dranöoerfale ben tfreiö in jwei reellen, ober imaginären ^unf* 
ten trifft. — 

ttö oerbient noch bemerft ju werben: bah tiefe oerfchiebenen 
[Relationen baju bienen fönnen, bie polare eineö *J3unFteö ju con* 
ftruiren, ohne bah ber tfreiö befdjrieben ift, weil nur ber SRittel* 
hunft unb baö Cluabrat beö Jfjalbmefferd gebraucht wirb. — 

§. 313. Die polaren ber oerfchiebenen fünfte einer 
©eraben gehen alle burd) ben [Jjol biefer ©eraben. 
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Slnwenbung ber borhergehenben S^eotitn. 

Isenn ba bie beiben «Punfte p, p', rooöon brr jweite auf ber 
polare be3 erfien liegt, in SBejug auf a, a' hatmoniich conjugirt 
ftnb; fo gcfjt bie (polare be3 (Punftc3 p' turch ben«Punftp. (§.312). 

§.314. 2ßcnn manburch benfelben «Punft p jn>eiSran3* 
»ctfalen paa',p&6' äieht, fo Hegt ber Surchfchn ittöpunft 
ber beiben ©eraben ab,a'b‘ unb ber ber beiben ©eraben 
ab', a'b auf ber «Polare beö fünfte« p. — 



63 ifi affo ba3 anharmonifche ÜOerhältnifj bet »iet «Punfte 
p, a, p', a' bein ber »ier «Punfte p, 6, p", 6' gleich; folglich geh'»* 
bie brei ©eraben ab, p'p", a'b' burch benfelben (Punft (§. 25), 
b. h- bie beioen ©eraben ab, a'b' fchneiben fich auf ber ©eraben 
p'p". — Da nun bie beiben ipunfte b,b' in ber jroeiten ©leichheit 
auf gleiche SBeife »orfommen, fo famt man ben einen für ben an* 
bern fefjen, fo bah ba3, n>a3 für bie beiben ©eraben ab, a'b' be> 
liefen ift, auch »on ben beiben ©eraben ab', a'b gilt. — golg* 
lieh k. 

§. 315. SBenn ftch bie beiben Sran3»erfalen paa', pbb' einan* 
ber unenbliih nähern, fo fchneiben (ich bie Sehnen ab, a'b' noch 
immer auf ber «Polare be8 (Punfte3 p, unb toerben bie Sangenten 
in a unb a'. «Dian h«l alfo ben ®u&: 

SBenn fich eine ©erabe um einen feften «Punft brehet, 
fo butchfthneiben fich bieSangenten in ben£>Htchf<hnitt3> 


Digitized by Google 



288 3 nj e i t e 216 tb tllung. 

fünften mit bem Ätetfe auf ber polare be$ feften $unf* 
te«. — 

Ober mit anbern Sßorten: Die polare eineö fünfte« ift 
ber Ort ber ©pifcen ber umfdjtiebenen SBinfel, bereu ©e* 
rüfyrungefefjnen bureb biefert fjfunft geben. — 

Unb umgefeljrt: Der fftol einet ©eraben ift ein fßunft, 
butdj welchen alle Serü^rungöfe^nen ber umfehriebenen 
SB infei gehen, beren ©pi&en auf ber ©eraben liegen. — 

§.316. Sßenn man burd) benDurdjfdpnittöpunft jweier 
Tangenten eine« ffreifeö jwei ©erabe jiebt, welche in 
©ejiebung auf biefe beiben Üangenten ^armonifeft con* 
jugirt finb; fo liegt ber fßol ber einen auf ber anbern. — 

Denn bie beiben ©eraben treffen bie 5Berüljrung$|ef)ne ber bei* 
ben Dangentcn in jwei fünften, welche in ©ejiefuing auf bie bei* 
ben 33ertif)rungej)unfte $armonif($ conjugirt ftnb (§. 52); folglich 
gebt bie polare bed einen biefer fünfte burd) ben anbern (5.312); 
aber biefe polaren geben burd) ben ffjol ber S3etüf)rung6(el)ne 
(§. 313), weld)eö ber Dutd)fd)nittö)>unft ber beiben Dangenten ift. 
{folglich u. 

£ieraud folgt: 2Benn ein Ifreid gegeben ifi, unb man 
jiebt burd) jeben 5J3unft einer feften ©eraben eine jweite, 
Welche bie bannonifd) conjugirte ber erfien in 93 e j u g auf 
bie »on biefem fünfte auögebenben Dangenten ifi; fo 
gebt biefe ©erabe fietö burd) benfelben fßunft, melier 
bet fßol ber feften ©eraben ift. — 

§. 317. Die »orf)ergef»enben 2ebrfä$e bejieljen ftd) tbeilö auf fünfte 
unb tbeild auf ©erabe, fo baff fte einanber gegenfeitig entfpredjen, 
Wie foldjed bei ben meiften ber in biefem Suche enthaltenen ©ä&e ber 
{fall ifi. — @o entfpridjt j. 33. bem lebten ©ajje, wonach man ben 
fßol einer ©eraben beftimmt, ber @a& in §. 312, woburch man 
bie fßolare eine« fjtunfteö confiruirt. SBir haben jebod) oon 
biefer g egenfeitigen 2lbljängigf eit b*er feinen ©ebtauch ge* 
mad)t, um unfern ©egenftanb möglidjfi elementar unb bireft 
ju be^anbeln, unb werben aud) ferner biefen ©ang beibe^alten, wel* 
<$er fo febr baju geeignet ift, ben unterfdjeibenben G^arafter ber 
»erfd)iebenen ©ä&e ju bejeid)nen, fte in einet natürlichen Drbnung 


380 


«nwenbung ber borbergebrnben Sbeorien. 

JU »erbinben unb über b a* ©anje ba<5 gehörige ?icht JU »crbreu 
ten. — 

§. 318. non bemfelben 

fünfte p auögehcnbc Sranöoerfalen 
Qaa', pbb‘ befiimmen ein eingefchrie» 
beneö IBierecf a a' b V , unb eine 
britte, »on bemfelbcn fünfte p au«< 
gehenbe Sranöoerfafe trifft bie beiben 
©egenteiten ab,a‘b' in jwei ^unf« 
ton c, c' unb ben tfrei* in jwei reeU 
Int, ober imaginären fünften e, <p, 
U'fidje eine 3n»olutio»t bifben, wo* 
uon p ein £>opp elpunFt ifb (§. 295). 
2)ie ©erabe RG, Welche ben Durch* 
tchnitt öpuitft ber beiben ©egenfeiten 
ab,a‘b' mit bem ber beiben diagonalen ab', a'b »ereinbet, unb bie 
©erabe R p theilen ben SBinfel ber beiben ©eraben ab, a'b' harmonifch 
(§. 19G) ; folglich trifft bie Sronöoerfalc bie ©erabe RG in einem 
fünfte p"', welcher ber harmonifch eonjugirtc uon p in «e^iig auf 
c, c' ift. — Dieter «Punfc p'" ift mithin ber jweife DomO>unft ber 
3n»oIution (§. 127), unb folglich finb bie beiben fünfte p,p"' in 
Jöeaiehung auf bie beiben fünfte e, q>, be* ffreife* fiarmonifch con* 
jugirt. — 

^)iernu« ergibt ft>b augleich ber SScwei* ber beiben üebrtafce in 
§.312 unb §. 314 in S3eaiehung auf bie polare eine* fünfte«. - 

§ 319 @3 fei AEBF (gig. <S. 290) ein umfehriebene* SMerecf, beffen 
©egenihi^en A,B unb E,F ftnb. 9Benn man »on einem beliebigen 
fünfte m bit ©traben EF bie beiben ©eraben mA, mR unb bie 
beiben reellen, ober imaginären Sangenten ms,m<p an ben tfreiö 
aieht, fo bilben biefe »ier ©eraben mit E F ein 3n»olution* 
büfchel, worin EF einer ber Doppelflrablen ifi (§. 304). ?iber 
bie ©erabe AB wirb »on dd‘ unb EF in G unb R harmonitcb 
getheilt (§. 193); folglich Unb mG, mE in Sejug auf mA, mB 
harmonifch eonjugirt; mithin ifi mG ber jweite Dobpelfirahl 
beö 3noolutionöbüfchel*, unb folglich ftnb tnG,mE in Seaiefiung 
auf bie beiben »om fünfte m auögehenben Sangenten harmonifch 
9?tum ffleemetrie. 19 
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3»eite 9l6tbeUiing. 


r. 



conjugirt. 9iun ifi aber einerfeitö ber fßunft G, burd) »eldjen biefe 
©erabe ge^t, fefi, toeldjc Sage ber ißunft m aud) haben mag, »eil 
berfelbe ber 35urcbfd)mtt6puHft ber ^Diagonalen beä umfdjriebenen 
«ßterecfeö AdBd' ift; unb anbererfeit$, wenn ber fßmtft m in un* 
enb liebe Entfernung rütft, in »elftem gatlc bie beiben Sangenten 
ju EF parallel »erben; fo teilen bet fßunft 0 unb bie ®erabe 
EI ben auf biefer ©eraben fenfret^ten IDurtbrneffer barmonifdj. 
Worauf erhellet: bafj ber $unft G ber fßol ber ©eraben EF ifi 
(§. 312). 9Jlan bat alfo ben erften 6a&: 

SBenn man ton jebem fünfte einer f eften ©eraben 
j»ei Sangenten an einen ibreiö jiebt, unb bie ©erabe, 
»eldje nebfi ber fefien ©eraben ben SBinlel ber beiben 
reellen, ober imaginären Sangenten barmonifd) tbeilt; 
fo gebt biefe ©erabe fietS burd) benfelbeti Ißunft, »eichet 
ber $ol ber fefien ©eraben ifi. — 

IDiefet Sab ifi ton bent j»eiten in §. 316 nid?t terfebieben; 
aber bi« formen bie beiben Sangenten imaginär fein, »äbrenb fte 
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bei bem Seweife be3 erfien Sebtfageö in §. 316 «13 reell »otau$* 
gefegt Würben. 

SJemerft man ferner, baff ber fefte *|3unft, welcher burdj bie 
»on ben »er|'cf)Ubenen Ißunften ber fefien ©eraben gejogenen ©era» 
ben bestimmt wirb, »on ber Sage ber auf biefer ©eraben betrachteten 
beiben fünfte E,F unabhängig ifi; fo bat man ben jweiten ©ab: 
SBenn man »on jroei fünften einer fefien ©eraben 
langenten an einen 5t reiö jieljt, fo geben bie diagona- 
len beö baburdj gebilbeten 93 i e r e cf ed burdj einen fefien 
ifiunft, welcher ber *)3ol ber ©eraben ifi, waö für eine 
Sage bie beiben auf biefer ©erabe genommenen fünfte 
auch haben mögen. 

SBenn ftd) bie beiben fünfte einanber unenblicb nahem, fo 
nähern ftcb bie beiben diagonalen einanber ebenfalls unenblldj 
unb fallen julegt nach ber SetührungSfebne ber beiben Üangenten 
jufammen, fo bah man ben Sag hat: 

2Öenn ber ©(Reitel eine« umfifjriebenen SBinfel« auf 
einer ©eraben fortrüeft, fo geht bie Serubtungäfebne 
fiete burdj einen fefien Sßunft, weldjet ber $ol biefer @e« 
raben ifi. — 


§ 320. Sßentt fid) eine Sehne eineö ffreifed um einen 
fefien fßunft brebet, fo bleibt bie algebraifdje Summe 
ber reeiptofen 2Ö c r t h < bet Slbftünbe ihrer (Snbpunfte 
»on ber polare biefeö fßunfteö confiant. — 

($9 fei aa‘ bie ftdj um ben 
fefien ffiunft p brebenbe ©ebne, 
unb p' ber fßunft, wo fte bie 
polare biefeö ißunfteö trifft; |>. 
hat man: 



2_ 

eV 


1 


1 


Q a p a 


(§• 37) 


9iun ftnb aber bie brei 
Segmente p'a, pW, p'p ben §lb» 
ftänben ap,a‘p‘,Qq ber brei fünfte a, a‘, p »on ber polare pro» 
portional, unb folglich geht bie legte ©leiebung burdj ©ubfiitu» 
tion legten» für erfiere in folgenbe über: 

ltt* 
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1 

ap 


Breite Sfcthellung. 


1 2 

— — = const. w. j. b. W. 

ap Q9 


3n biefft ©leidjung hangen bi« 3ri<hm ber Ißerpenbifel »on 
ihrer fRidjtung, »on ben fünften a, a.‘ au« genommen, ab. — SBenn 
3.95. ber^unft g, wie in ber gigur, außerhalb be« .Streife« liegt; 
fo b^ben bie beiben *J?erpenbifeI ap,a'p‘ entgegengefefcte j$eU 
djen. 9Benn aber bet Ißunft p innerhalb be« Streife« lüge, fo 
hätten fte baffelbe 3*»$«*. — 

A • 

§. 321. 2)er lefcte Eehrfafc fann auch auf folgenbe SBeife »et* 
allgemeinert werben: SBenn fi<h eine Sehne eine« Streife« 
um einen fefien fßunft brehet, fo haben bie Quotienten 
au« ben äbjiänben ihrer ©nbpunfte »on einer beliebigen 
fefien Sir e unb au« ben 2lbfiänben ber fe I ben fünfte »on 
ber polare be« fefien fünfte« eine conftante Summe. — 
35enn e« feien aP,a‘P‘,gQ bie »on ben brei fünften a,a',g 
auf bie fefie Sire gefällten IJJerpenbifel, fo hat man bie ©leidjung: 


qQ _ a p | 

p'p Q'a 


a'P ' 
Q'a ‘ 


, (§• 40) 


unb folglich wie oben: 


^-+4^ = 2 

ap a p 


l£ 

99 


, W. 3. b. W. 


§. 322. SBenn man »on irgenb einem fßunfte einer 
©eraben 3 Wel Tangenten an einen Sttei« 3i«ht, fo tfi bie 
Summe ber Quotienten au« ben Slbfiänben ber beiben 
Jangenten »on einem beliebigen fefien fünfte unb ihren 
SUbfiänben »on bem $ole ber ©eraben confiant. — 

2>enn e« feien p ber fßot ber ©eraben, m ber fefie Sßunft unb 
a,a',Q‘ bie $ur<hfthnittöf)unfte ber ©eraben Qm mit ben beiben 
Jangenten unb ber polare be« fünfte« p; fo h°t man bie ©lei* 
chung: 


2 


mp' 

PP' 


ma , ma' 
ga ‘ ga' 


CS 39.) 


3)ie brei SJerhältniffe 


ma 

pä" 


mg' 

ga' 


mg' 

99 ' 


ftnb 


aber refp. 


Digitized by Google 


Sttttfnbuitg btt »erbetgebenbtn S^totien. 


293 


ben aSer^al tntffen btt 2lbfttnbe ber beiben Tangenten unb bet feften 
©traben »on ben beiben fünften m, q gleich gofgiid) ic. 


i. 323. SBenn man »on 



3)enn man ^at: 


jebem fünfte m einer fefien 
©etaben L jroei Tangenten, 
an einen ffreis jiebi, fofieljt 
bad fßrobuft ber 6inu$ bet 
SBinfel, »eldje biefe mit je* 
ner bi Iben, a« bem Ctuabtat 
beö ©inufl beö iffiinfeiö, 
welken bie »on bem fünfte 
m nad) bem SJiittelpunfte O 
beö ffteifeö gebenbe ©erabe 
nem confiantenSBerbältnifi.— 


. , ^ op aJtinJ aJ . _ T 

tinamL — «in a Op = = = — tin OmL 

R K K 


unb ebenfo: 
folglich : 


a ‘ j 

sina'mL — — = — sinOmLj 
R 


tinamL . tin a'mL — "• »in 3 OmL, 


R 3 

JA . JA' 
R 3 


tin 3 OmL, 


unb; 


tinamL . sina'mL JA. JA' 


tin 3 OmL 


R 3 


= conti. W. j. b. I». 


SJian fann auch föreiben: 

„ . ■ , , JA. JA' (OP ) 3 

tinamL . ttna'mL — ^ . ^Q m yi~' » 

tootaufl erbeilet: baf? baö iprobuft bet ©inuö ber beiben SBinfel im 
umgefebtien SJerbältnifi ber Entfernung bed fünfte« m »om 
SJtittelpunfte be« tfteifeS fiebt. — 
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3welt< Sl&tbetlung, 


§. 324. ©onjugirle fünfte in ©ejiebung «uf einen 
Stxeii foUen jwei fünfte »on folcber ©efcbaffenbeit genannt »erben: 
baf? b i e polare beö einen burcb ben anbern gebt. — 2Benn 
nämlich bie polare eines fünftes burcb einen anbern fßunft gebt, fo 
gebt auch «mgefebrt bie polare beS lefctern burcb ben erftern (§. 313). 
®?an fann auch lagen: baji }Wei conjugirte fünfte jwei bar* 
monifcb conjugirte fünfte ftnb in ©ejug auf bie beiben teel* 
len, ober imaginären DurcbfcbnittSpunfte beS tfreifeS mit bet 
burcb biefe fünfte gebenben ©eraben (§. 312). 

Sbenfo fallen unter conjugirten ©eraben in ©ejug auf 
einen ÄreiS jwei ©erabe »erftanben »erben, roeldje fo befdjaffen 
finb: bafj ber *ßol ber einen auf ber anbern liegt. — 3)?an 
fann auch fagen: baff bie beiben ©eraben ba rmonifcb conjugirt 
finb in ©ejug auf bie beiben reellen, ober imaginären Sangen* 
ten, »eiche »on ihrem DurcbfcbnittSpunft an ben i?reiS gezogen 
finb (§. 316). 

§. 325. SBeil jwei auf einer beliebigen ©eraben genommene 
conjugirte fünfte jwei in ©ejiebung auf bie reellen, ober ima* 
ginären 3>urc^fc^nittßpunfte ber ©eraben mit bem Äreife barmo* 
nifcb conjugirte fünfte ftnb; fo folgt: 

Drei auf betfelben ©eraben genommene fßaare conju* 
girier fünfte bilben eine Sttbolution »on fed)S ©unf* 
ten, beren SDoppelpUttffe bie DurcbfcbnittSpunfte beS 
jfreifeS mit ber ©eraben finb. — 

(Sbenfo: Drei burcb benfelben fßunft gejogene fßaare 
conjugirter ©eraben bilben ein fecbSftrabligeS 3n»olu* 
tionöbüfcbel, beffen Doppelfirablen bie»on biefem fünfte 
an ben ifteis gejogenen beiben Sangenten finb. 

§. 326. hiernach fann man alfo bie DurcbfcbnittSpunfte 
einefl ifreifeS unb einer ©eraben beftimmen, wenn man auf biefer 
jwei fßaare conjugirter fünfte nimmt; benn bie Doppel» 
punfte ber burcb biefe »ier fünfte beftimmten 3n»olution, ober 
bie b« rmoniftb conjugirten fünfte, ftnb bie gefuchten Durch* 
fdjnittspunfte. — 

©benfo fann man bie »on einem gegebenen fünfte an einen 
ffreis gebenben Sangenten beftimmen, wenn man burcb biefen s 4$unft 
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$wei fßaare tonjugirter ©eraben jieht, weil bie doppelfirah* 
len beö baburd) bejlimmten 3n»olution$büfcheU, ober bie ^ar< 
monifdj conjugirten ©eraben bie »erlangten reellen, ober ima* 
gindren Tangenten finb. — 

§. 327. ®a« nn^armonife^e SSer^dltni^ t>ort»ier in gera< 
beriiinie liegenben fünften ifi bern i f) r er polaren gleich. 
— denn ba3 anharmonifdjt 93er£)ältni# »on »ier auf berfelben ©era* 
ben genommenen fßunften a, 6, c, d ifi bem if)rer coitjugirten 
fünfte a',b‘,c‘,d‘ gleich, Weil biefe fünfte jWel Ijomograpljifdje 
dhcifungon bilben (§. 325). 9?un liegen aber a',b',c‘,d‘ refp. auf 
ben polaren ber fünfte a,b,c,d (§. 324). welche burcfj benfel« 
ben Ißunft gehen (§. 313); folglich ifi ba$ anharmonlfdje Serljdlt* 
nifj »on a',b',c',d' bem biefer polaren gleich, Welcbeö lehtere mit* 
hin bem ber »ier fßunfte a, b, c, d gleich ifi. — 

^jierauö folgt: äßenn man auf jwei ©eraben jwei Ijo* 
mographifche 3^f)etlunfl en h at , f» bilben bie polaren ber 
l£^eilung0punFte jwei ^omograp^if<f»c ©trahlenbfifchel. 

§. 328. fei AdBd' (gig. ©. 290) ein um einen ÄreiS befchrie* 
ebenem Sierecf, fo burcbfchneiben ftch bie Serbinbungögerabena'6,a6' ber 
SBertifjrungöpunfte ber ©egenfeiten auf ber diagonale A B, weil bie 
beiben ©pifcen A, B unb ber durchfchnitthpunft bet beiben ©eraben 
ab 1 , a'b btei fünfte fmb, welche auf ber polare be$ durchfchnittö* 
punfteS ber beiben ©eraben aa‘ , bb‘ liegen C§§- 314 unb 315). 
2lud bemfelben ©runbe liegt ber durchfchnittöpunft ber beiben @e* 
raben ab 1 , a'b auch auf ber aweiten diagonale dd‘. SBan hat «lf<> 
ben Sah: 

Söenn ein 93 ier ecf um einen Ifreiö befchrieben ifi, fo 
gehen feine beiben diagonalen unb bie beiben Serbin* 
bungögeraben ber 33erührung$punfte ber ©egenfeiten 
alle »ier burch benfelben fßunft. — 

Sier Tangenten an einem Greife geben brei »erfdficbene Sier* 
ccfe, weil man, wenn eine biefer Tangenten alö erfie ©eite be« 
Sierecfe« betrachtet Wirb, Jebe ber brei anbern alö ©egenfeite neh* 
men fann. — die brei Sierecfe finb A d‘ B d, A E B F, E d‘ F d. 
SBenn man bie dangente in a' al<3 gemeinfchaftliche ©eite ber brei 
Sierecfe betrautet, fo fmb bie dangenten in 6,6' unb a refp. bie 
©egenfeiten in bem erften, jweiten unb britten Sierecf. — äBenbet 
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BJH ® pr fr fT 9 , b n, b fn 2ebnu$ auf tir brei SBietetfe an, fo ergibt 
«*• Mi tie »irr ®<Taben ab',a‘b, AB.dtf bur<$ brntriben $unft 
G %ebm, tu# bie »irr ©erabea ab,a'6', AB.EF au<f> burd) benfelben 
^raft R geben, unb enbli$ baj bie »irr ©erabrn aa‘,bb‘,d‘ d,EF 

tut* beweiben $unft p geben. 


§. 329. 3n einem umt’djriebenen Jtreiöoiererfe ift ber 
I ur$i$nitt6punft ber beiben diagonalen ber o 1 ber 
(beruhen, Welche bie dur$f$nittöpun fte ber ©egenfeiten 
serbinbet — 

lenn ber l|Jol ber ©rraben, n?ef tjye bie dur<$fcfynittöpunfte 
E,Ftn ©egenieiten brfi umfWritfcemn SBiererfeö A d' Bd »erbinbet, 
ijt ber dur$f<$nitt6punft brr beiben 33erü£rung$feljnen ab', a‘b 
(f- 315), irriger berfelbe ijt, als ber ber beiben diagonalen AB, dd‘ 
(I 328). Solgli^ x. 


8. 330. Senn ein Siererf um einen JbreiS betrieben 
ifi, fo bilben bie beiben diagonalen unb bie 93erbin- 
bungSgerabr ber durfdjfdjnittSpunfte ber ©egenfeiten 
ein dreieef, worin jebe Söinfelipifce bie ©egenfeite 3 ur 
polare bat. — 

denn wenn man ben »orljrrgel)enben 2e$rfafc auf bie beiben 
anbrm ber erwähnten 9?iererfe anwenbet, fo ergibt fi$: bafj ber 
Ißunft R ber *|}of ber diagonale dd‘ unb ber *J?unft g ber ber 
diagonale AB ifi, fo bajt bie brei ©eraben AB,dd',EF ein 
dreierf GRg bilben, worin iebe (Epifce ber fjiol ber ©egenfeite ift. 
5oigli$ tc. 

hieraus fofgt: bafi bie beiben diagonalen in 33ejieljung auf 
ben ÄreiS jwei $armonifdj conjugirte ©erabe ftnb. — 



§ 331. 2Benn man burdj ein uinfdjriebeneö Süiered 
eine dranö»erfale jie&t, welche bie beiben diagonalen 
in jwei fünften fdjneibet, unb bie beiben fünfte beftimmt, 

•wiu/i uni jenen vic|e :jj mg o n u i e n v** 

Hegen biefe beiben fünfte un 
<tlle brei in geraber £inie. — 

denn eS fei L bie dranSoerfal» 
bie beiben fünfte »erbinbet, bie mit 



;le 
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len föneibet, biefe barmonifcp Reifen. 3iept man au« bem durcp, 
fd)nitt«punfte bev beiben ©eraben L, L‘ dangenten an ben ifrei« 
unb ©erabe nad) ben (Jnbpunften ber diagonalen; fo bilbeit biefe 
fec^ö ©eraben ein 3n»oIution«büfcpel (§. 304). Slbet bi'e bei* 
ben ©erabeit L, V finb bie doppelftraplen biefe« Süffel«, weil 
fte jebe bet beiben diagonalen (jarmonifdj teilen, unb folglid) finb 
fie in 3)ejug auf bie beiben dangenten be« Greife« parmonifcf) coit, 
jugirt, unb mithin liegt ber ^ol ber ©eraben L auf ber ©eraben 
L‘, w. j. b. w. 

SBenn bie ©erabe L in uneub lieber (Sntfernung liegt, fo pat 
man ben ©ap: 3n einem uinfcpriebenen i?rei«»ieretfe lie, 
gen bie s 3)littelpunfte ber beiben diagonalen unb be« 
Äreifeö in geraber Sinie. — 

§. 332. 2Benn ein SB i er e cf in einen ffrei« befeprieben 
tfi, fo finb bie durd)fcpnitt«punf te ber dangenten in ben 
©egenfpifcen unb bie ber ©egenfeiten »ier in geraber 
SJinie liegenbe fünfte. — 

denn in bem SUiererf aa‘ b'b (gig. 6. 290) liegen bie vier fünfte 
E,F,q,R in geraber Sinie, weil fie ber polare be« durdjfcpnitt«, 
punfte« ber diagonalen a b‘, a‘ b angeboren, nämlicp R, q naep 
§. 314 unb E,F naep §. 315. — 

§. 333. 3n einem eingefepriebenen St re i«x>ier ecf ift ber 
durepfepnittöpunft ber beiben diagonalen ber fjlol ber 
©eraben, welcpe bie durcpfcpnitt«punfte ber ©egenfeiten 
»erbinbet. — 

denn ber durepfepnittöpunft G ber diagonalen ab', a'b iß ber 
*$ol ber ©eraben qR (§. 314). 

§. 334. 3n einej^L ''epriebenen Ifreiöoiererfe finb 

“ ’agonalen unb ber ©egen. 



'er ^efepaffenpeit, ba|i jeber 
n anbern jur polare 


e« q, Gq bie be« fünfte« 
a G ber beiben diagonalen 
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3 weite ^Hfct&ellung. 


hieraus folgt: baß bie 3)urdfif<^nittö))unfte ber ©egenfeiten 
etned eingefchriebenen ftreiSoierecfeS jwei in ©ejug auf ben ftreiS 
conjugirte fünfte ftnb- 

§. 335. SBenn ein 93 i e r e tf in einen ftreiS befchrieben 
iß, fo gehen bie polaren eines beliebigen fünftes in 
93 e 3 i e h u n g auf ben ftreiS unb in $3ejug auf bie »on ben 
©egenfeiten gebilbeten SBinfel alle brei burd) benfelben 
*ßunft. — 

3>nn eS fei P* ber fDurdjfchnittSpunft bet polaren eines ißunf* 
teS P in ®ejug auf bie »on ben beiben paaren ©egenfeiten beS 
93ierecfeS gebilbeten SBinfel, fo trifft bie ©erabe PP 1 biefe Seiten 
in jwei $unftepaaren a, a'; b, b‘ unb ben ftreiS in jtnei fünften 
e,f, welche alle fechS eine 3n»olution bilben (§. 295). ®ie bei? 
ben fünfte P,F tljeilen aber bie beiben Segmente aa‘,bb‘ harmo* 
nifd); mithin auch baS britte Segment ef (§. 127), unb folglich 
geht bie polare beS fünfte« P in Sejug auf ben ftreiS burch ben 
fjfunft P*. folglich w. 

§ 336. Sßenn brei Sehnen eines ftreifeS burch ben* 
felben s 4 Junft gehen, fo bilben bie »on irgenb einem 
fünfte beS ft reiSumfangeS nach ihren (Snbpunften gehen* 
ben ©eraben ein 3n»olutionSbüfchel. — 

(SS feien aa',bb‘,cc‘ bie brei 
Sehnen, welche burch benfelben 
5J3unft q gehen; fo wirb behauptet: 
baß bie »on irgenb einem fünfte 
m beS ftreiSumfangeS nach ihren 
(Snbpunften gejogenen ©eraben ein 
3n»olutionSbüfchel bilben. (SS 
braucht alfo bloS bewiefen ju wer* 
ben: baß baS anharmonifche 93er* 
ßältniß ber »ier ©eraben ma,mb 
mc,mc‘ bem ber »ier ©eraben ma‘ , mb', mc', mc gleich ift 
(§. 116). 3 u bem 3 «>ecfe wollen wir benißunft m mit bem fünfte 
p »erbinben, unb eS fei rn' ber Ißunft, Wo bie ©erabe niQ ben 
ftreiS wieber fdjneibet; fo ift baS attharmonifche äSerljältniß ber »ier 
©eraben ma,mb,mc,mc‘ bem ber »ier ©eraben m'a, m' b, rric, m'c' 
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gfeic$, weil ftdj biefc adjt ©traben paarweife in vier in geraber 
Sinie liegenben fünften fcfjneiben (§. 314). golglicfc iß b a d an- 
fjarmonifcfye SBerßältniß bed SBüfdjeld ma, mb, mc,mc' bem bed 
Süffels ma', mb', mc', mc gleicl). golgluf) ic. 

Umgefeljtt: Senn man einen fjjunft bed flreidumfan* 
ged jur gemeinfcfcaftlicfjen © p i (j e breier S i n f e I nimmt, 
beten ©djenfel ein 3n»oIutiondbüf(J)eJ bi Iben; fo gelten 
bie biefen 2B infein entfpredjenb en Seinen burd? benfeb 
b en 4? u n f t. — 

9ßenn ftcb bie Srandoerfale q aa' 
um ben fßunft p breitet, fo bilben bie bei» 
ben ©eraben ma, ma' jroei 3nt)olu> 
t i o n d büfdjel, worin bie nad) ben Gnb» 
punften A‘, A bed SDurcfymefferd, auf 
Welchem ber Quillt p liegt, gezogenen 
©eraben bie beiben redjtttunfligen 
©tragen ftnb. 9J?an f>at folglidj: 

tang am A. lang a' mA = const. (§, 157 ) 
uttb mithin: 

tang £ AOa . tang $ AOa‘ — const. 

San Ijat alfo ben ©aß: 

SBenn eine Ifreidfefjne fi d) um einen feften IJJunft 
brefjet, fo bilben bie nad? if)ren ©nbpunften gezogenen 
^albmeffer mit bem but<$ biefen ißunft geßenben £alk 
meffer jwei 933 infei #on folget Söefc§affenf|eit: baß bad 
fßrobuft bet Sangenten ber (falben SBinfel conftant iß. — 

§. 337. S)a bie »on irgenb einem fünfte bed tfreidumfanged 
nad) ben brei fßunftepaaren a,a')b,b‘]c,c' gejogenen fecftd ©era* 
ben ein 3nnolutiond,büfdjel bilben, fo finben jwifc^en ilfrenSBin* 
fein, unb folglich jwifdfen ben Hälften ber jwitdfen biefen fedfd 
fünften liegenden S3ogen, alle 3n»olutiondbejiet)ungcn für ein fec^d- 
ßraßliged Süfdfel ßatt, unb man Ifat j. SB. bie Relationen: 

sin ^ ab . sin ^ a b' sin ^ a' b . sin £ a'b' 

sin h ac , sin-)/ ac' sin ^ a' c . sin £ a' c' ’ 

, sin iab . sin } b' c . sin^c'a' — — sin^a'b' .sin^bc' .sinken. 
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Brcette 9l&t£eüung. 


§. 338. SBenn bie Spieen bteier umfchtiebener 933 in* 
fet in berfelben ®eraben liegen, fo finb bie ©tticfe, »el* 
ehe l'ie auf einer Jangente abfehneiben in 3n»olution. — 
feien A,B,C bie @pi$en ber brei umfcJjriebenen SEBinfel 
unb aa‘,bb‘,cc‘ bie ©türfe, weiche biefe auf ber Jangente M ab* 



fcfjneiben; fo ift bloö ju be»eifen: baß ba$ anbatmonifdje 3$erb&lt* 
niß ber »ier fünfte a, b, c, c‘ bem ber »ier ißunfte a', b‘, c‘, c gleich 
ift. — 3'^* »an J u bem 3roerfe burd) ben Durdjfdjnittöpunft ber 
©eraben ABC unb ber Jangente M fine j»eite Jangente M', 
»eiche bie ©chenfel bet brei Sßinfel in ben fünften a, <*'; 6, S'jy,/ 
trifft; fo ifi baö antjarmonifdje ffierbältniß ber »ier fünfte a, b, c, c' 
bem ber »ier fünfte a, 6, y,y‘ gleich (§.299); aber festere« ifi bem 
ber »ier fünfte a.‘,b‘,c',c gleich, »eil bie »ier ©eraben aa‘,bS‘ 
cy‘, c'y burdj benfelben fflunft, ben ißol ber ©eraben ABC gehen 
(§. 319). Solglidj ifi baö anbarmonifche UJerbältniß ber »ier 
fünfte a 1 , b‘, c', c bem ber »ier fünfte a , b, c, c‘ gleich- — Solg* 
lieh tc. 

§. 339. SMe ju ber ©eraben AK (gig. 25.301) parallelen Jangenten 
E D,E‘D' fdjneiben bie Jangente M in j»ei conjugirten 3n»o* 
lutionöpunften D,D‘, »eiche »on bem 2Jiittelpunfte O be$ Ärei* 
( e ä auö unter einem rechten SEBinfel erfcheinen (§. 297), fo baß 
tg D Oa . tg DOa' = const. ifi (§ 157). Slber biefe 2Binfel finb 
bie $cilften bet SBinfel, »eiche bie beiben Jangenten Aa,Aa' 
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mit ber Sangente DE bilben, unb refp. gleid? KAa,KAa' ftnb. — 
®tan bat alfo ben @a&: 

SBenn man ton jebern fünfte einer ©eraben jttei 
Sangenteu an einen Jfreiä jieljt, fo ifi baö iflrobuft ber 
trigonometrifdjen Sangenten ber Hälften ber SBinfel, 
rteldbe fie mit biefer ©eraben bilben, confiant. — 

Sleciprpfe Volarftgureu. 

§. 340. SBenn eine beliebige gigur gegeben ifi, fo bilj 
ben biefßolaren i f>r c r terfdjiebenen fünfte eine correla* 
tite (reciprofe) gigur. — 

S>enn erften« ftnben jttifdjen biefen beiben giguren bie befer ip* 
titen ©ejieljungen correlatiter giguren ftatt, tteil ben fünften 
ber einen ©erabe in ber anbetn entiprecpen — nnb jtteitetiS jin* 
ben nach §. 327 auch bie metrifdjen Relationen correlatiter gU 
guren flatt; folglich ftnb fte correlatit. — 

SBenn ftdj in ber erften gigur eine Gurte befinbet, fo ent* 
fpric$t berfelben in ber jtteiten gigur eine anbere Gurte, ttelcbe bie 
polaren ber terfcfjiebenen fünfte ber erften umhüllt (berührt), unb 
bie Gigenfctyaft bat: bafj fie ber Crt ber $ole ber Sangenten 
ber erften Gurte ifi. — üDenn ein Ißunft ber jtteiten Gurte ift 
ber 5)urdjfcbnitt jtteier einanber unenblid) naben Sangenten 
tteldje bie polaren jtteier einanber unenblid) nabeliegenber fünfte 
ber erften Gurte ftnb. golglidj ifi biefer fßunft ber jtteiten Gurte 
ber fßol ber ©eraben, treibe bie beiben fünfte ber erften terbinbet; 
aber ba biefe beiben fünfte einanber unenblid) nabe liegen, fo ifi 
biefe ©erabe eine Sargente ber erften Gurte, golglid) ic. 

S>ie erfte Gurte fönnte alfo mittelfi ber jtteiten ebenfo gebil* 
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Sweite flung. 


ai n 


bet werben, wie biefe mittelft jener gebilbet ifl; b. I ). man brauet 
nur bie Notaren ber fünfte, ober bie *$ole ber Tangenten 
ber jwciten 6ur»e ju flicken. — 2Begen biefer reciprofen (gegen« 
feitigen) Gigenfcfjaften ber beiben Guroen werben fte reciprofe 
l$olarcurücn genannt — unb ber ifreiö, in SBejieljung auf wel* 
i^en bie Ißole unb polaren genommen werben, tyeifit ber Seit* ober 
Sfidjtfreiö. 

§. 341. 2>a bie metrifdjen Gigenfdjaften correlatioer gigu* 
ren unmittelbar auf bie reciprofen SfJolarfiguten anwenbbar ftnb, fo 
bat man nacf) §. 281,2, ben folgenbeu @afc: 

Sffienn in ber ebene eine« tfreifeS a,b jwei beliebige 
fünfte unb A,B ihre polaren f in b, unb man nimmt einen 
beliebigen anbern Jßunft m, beffen polare M ifi; fo ftebt 
bae* 93 c r E> ä 1 1 it i # ber Slbftänbe biefed fünftes m von ben 
beiben ©eraben A,B ju bein SJerljäftnijj ber 2lbflänbe ber 
©eraben M t>on ben beiben fünfte n a, b in einem conftan* 
ten 93erf)ältni^, fo baff man ljat: 

(m, 4) _ (M. «) 

' (M,b) ' 

3«t Scftimntung ber Gonftante * fann man bie ©erabe M in 
unenbfidjer (Entfernung annefimen; alSbann werben iljre Slbflänbe 
von ben fünften a,b einanber g lei cf), unb ifjr «fol m fällt in ben 
föfittelpunft O bcö Äreifed, fo bafi man f)at: 

CO) A) _ . 

CO, B) 

unb bie ©leidjljeit wirb: 

(»0 Ä) . (M, a ) _ CO, A) 

(m, B) • (M,b) ~ C 0,B) ’ 

9?adj §. 312 ift auch: 

CO, Ä) Ob . 

(0,B) ~ Oa ~ 1 

"Wan fann bie Gonflante X aud) auf folgenbe Sßcife befiimnien, 
woburd) man einen anbern Sluöbrurf berfelben erhält: ?ä£t inan 
nämlicb ben Ißunft m mit b, folglich bie ©erabe M mit B jufam* 
men fallen; fo fommt: 
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(t>,A) _ , (fl,<0 

(6,5) ' (5,6) ’ 

alfo: 

_ (A,b) 

(5, a) ' 

unb folglich: 

(m, A) . (Jtf, o) _ (A, 6) 

(w,5) - GW, 6) ~ (5, a) ‘ 

9Jadj ben beibctt Sluöbnitfen bon t hat man: 

(A,b) __ (0, A) . 

(5,a) (0,5) » 

b-h-t SBenn man inSejug auf eineittfrei« bieißolc jnmer 
©eraben befiimmt, fo »erhalten f i ff) bie 9lbftänbe biefer 
©eraben bon bem fßole ber anbcrn, mit bie ©ntfernun gen 
berfelben bom fDiittelpunfte be« Jff r c i fe d. — 

§. 342. SÖenn man in bau lebten Safce bie ©erabe A al« 
fefi unb.B al« beweglich betrachtet, (entere mit M unb ihren l)3ol 
mit m bejeidjnet; fo erhält man bie ©leidjung: 

(M, a) _ (w, A) 

(4f,0) (0,A) ' 

betrachtet man nun bie ©erabe M al« einer erften gigur an< 
gehörig, fo gehört ihr ißol m ju einer eorrelatiben gigur (§. 340), 
unb man fann bermittelft biefer ©leichung bon ben ©genfd&aften 
einer ber beiben giguren auf bie ber anbern fchliefcen — j. ö. au« 
bem 8ehrfa$e in §. 293 übet ba« eingefchriebene Sßielecf ben in 
§. S02 über ba« umfehriebene bieletf herleiten. 3)enn man hat: 

0 m,A ) = (M, a) . • (°’ r A) , 

ober: 

(w, A) = (M,a) 

(Ja 

§. 343. äßir wollen noch ben ©tctnart’fehen (Sah nehmen: 
2Benn man bon einem fünfte auf bie Seiten eine« um 
einen Jfrei« befd^rie benen regelmäßigen SJielecfe« bon m 
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Seiten Ißerpcnbifel fällt, fo ifi bie Summe ihrer nten *ßo< 
tenjen (n < wi) blo« »on bem Slbftanbe biefe« fünfte« 
»on bem 'SRittelpunfte be« .Greife« unb nic^t »on berSage 
be« ißielecfe« abhängig. — 

SBetradjten mir bie ©erabe a al« eine ber Seiten be« 93ielccfed, 
fo ifi ihr Senibrungöpunft a eine Spifce eine« in ben J?rei« be» 
fcbriebenen regelmäßigen UMelccfe«, unb e« ifi: 


(m, A) = (M, a) 


R 

(3/, 0} • 


Sßenn alfo bie (Rerabe M ihre ?age änbert, aber fiel« benfel» 
ben Slbftanb »om fünfte O behält; fo bleibt bie Summe ber nten 
fßotenjen ber Slbftanbe ( M, a) confiant unb man bot ben Safe: 

SBenn ein regelmäßige« SSieletf »on m Seiten in ei» 
nen #rei« befdjrieben ift, fo ift bie Summe ber nten üße» 
tenjen (n<w) ber Slbftanbe feiner @<fen »on einer ®e» 
r a b e n n u r » o n b e m 91 b ft a n b e b e r l e ß t e r n » o m ®l i 1 1 e l p u n f t e 
bc« fireife« abhängig. — 

9lu8 bem fßorbergebenben ftebt man, baß eö febt mißlich ifi, 
bie allgemeinen metrifcben Relationen ber correlatioen Figuren 
in bie 3.b (pr > e ber teciprofen ‘4iolarfbfteme einjufübren unb ftch 
nicht blo« auf befcriptitie unb SBinfelrelationen ju befchränfen, t»ie 
e« bi«b« gefcbebfti ifi- — 

@igetifcf>aften jtoeter fireife 

§. 344. Slebnlicbf eitömittelpunfte jweier Greife. — 
3»ei Greife fönnen al« jwei t>omot^etife^e, b. b- ähnliche unb 
ähnlich liegenbe giguren betrachtet werben, unb jroar auf j i» e i »erfchie* 
bene Slrten, weil fie immer jt» ei SlebnlichfeitSmittelpunfte ba* 
ben — 2>enni»enn man in ben beiben Greifen jmeipatallele £alb. 
meffet »on einerlei Sinn Oa, 0‘ a‘ jiebt, fo trifft bie 4?erbittbung«» 
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gerate ihrer (Snbpunfte bie Sffittefpunftölinie in einem fünfte S, 
Welker butch bie folgentc jtch auö ten beiten ähnlichen (Dreiecfcn 
aOS,aua' ergetcnte fjkoporlion befiimmt wirb: 

• Oa ua Oa — O'a' 

OS aa'"" — Ö0‘ ’ 


ober wenn R, r bie $a(6mrffer ber beiten Greife bebeuten: 


OS = 


R . 00' 
R — r 


(Diefer Sluabrucf oon OS ift confiant, unb jeigt: baß bet 
fßunft S fefi liegt, welche gemeinfdjaftliche Siichtung bie beiten 
^albmeffer Oa, O'a' auch haben mögen. 


öfter baö ©er^Äftni^ ~~ 


ifi auch conflnnt , «eil eö 


SO 
~ SO' 


ifi, unb folglich finb bie beiben Greife }Wei ähnliche 


Figuren, beren öleßnlichfeitömittelpunft s ifl. — 

(Dergleichen, wenn man ben ^albineffer O'a" in einer bet 
Siicfjtung »oit Oa entgegen gefegten Dichtung jieht, fo fctjneibet 
aa" bie fDiittefpunftölinie 00' in einem fünfte S', welcher bnrcf) 
bie ©leichung: 


OS' 


R . 0 0' 
R -f~ r 


befiimmt wirb, unb auch ein Ölehnlichfeitömittelpunft ift. — 
(Die beiben Greife haben alfo jwei ölehnlichfeitömittelpunfte, 
unb auö ber ßonfiruftion berfelben folgt: baß ber crfie außerhalb 
unb ber jweite jroifchen ben beiben Jfreiömittelpunften liegt, welche 
gegenfeitige Sage bie beiben Greife auch haben mögen. (Der erfie 
fßunft wirb ber SJiittelpunft ber bireften unb ber jweite ber bet 
inoerfen ölehnlichfeit genannt. -- 

SBenn fleh bie beiben ffreife berühren, fo ift ihr Serührungö» 
punft ein fDiittelpunft ber bireften, ober inoerfen öfeljnlichfeit, 
jenachbem fle fleh innerlich, ober äußerlich berühren. 


§. 345. (Die Sfefjnlichf eitömittelpunfte jweier Greife 
finb in öejieljung auf beren s JJiittelpunfte jwei harmo* 
nifch conjugirte ißunfte. — 

9ieut« ©eometrie. 20 
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2>enn man ^at: 

SO __ R _ k S'O R 

SO' r Un ° S'O' ~ r 5 

folglidj: 

SO _ S'O 

SO' ~ S'O' ' 

®a aber ber eine SleljttlidjfeitSjmnft nidjt jmifdjen ben bet* 
ben #rei«mittelpunften , urtb bet anbete jwifdjen benfelben liegt; 
fo iji ein« bet beiben lefcten S3er^ältniffe pofitiu unb ba« anbere 
negati», unb folglich feilen bie beiben fünfte S,S' ba« Segment 
00 ' ^atmonifdj (§. 34). 

§. 346. 2>ie 2lel>nlidjFeit«mittelpunfte jrneiet Streife 
bilben mit ben beiben paaren »on 2)urc§fc§nitf3l>unften 
bet Streife mit ber 9Wittelpunft«linie eine 3n»olution. — 



3>enn man Ijat: 

SA __ R SB _ R 
Sa r * Sb r ’ 

folglich: 

SÄ . SB _ R 2 
Sa. Sb r 2 ’ 

unb ebenfo: 

S'A.S'B _ R* 
S'a.S'b r 2 ’ 

alfo: 
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SA. SB _ S'A.S'B 
Sa. Sb ~ S'a.S'b ’ 

r • • , it 

welche« eine 3n»olutionflgIeicl)ung ifi, weil beibe Steile offene 
bar baffelbe 3ei<$ f « fyaben, ba bie beibeit fünfte S,S‘ jugleidj 
innerhalb, ober jugleul) auper&alb ber beibeit Greife liegen, 
|"o bap bie beibeit fßrofeufte SA. SB, Sa. Sb, jo wie bie beiben 
5Probufte S'A.S'B, S'a.S'b fiel« baffelbe 3eidpen fjaben. 

§ 347. 3ebe burclj ben §lef)nfid?feit3i>unft jweiet 
ff reife gezogene Sraitöioerfale fdpneibet ipre Umfänge 
unter gleichen SBinfeln. — 



3)emt bie SBinfel in a t unb a' ftnb einanber gfeidj, unb bie 
SBinfel in a' unb a ebenfalls, weil bie beiben ffreife Ijomotljetifcb, 
b. (j. d^n(ic^) unb äljulidjliegenb ftnb, unb ber fßunft S i§r ?lefm« 
lidjfeitömittelpunft ifi. — Solgficfj J c. 


©emcitifdiaftUdte 2et)iic — SRabifalaje - ober ^otcnjllnie jweier 

Äreife. 

§. 348. (Sine ©erabe, bereit reelle, ober imaginäre SHirdj» 
fetynittöpunfte mit jwei Greifen biefelben ftnb, foll gemeinfdjaft* 
lieffe @ef)ne, 9iabifalare ober fßotenjlinie biefer ffreife g v 
nannt werben. — 

3wei ffreife Ifaben immer eine gemeinfdjaftlidfe 
Semite. — 

3)etm sief)t man eine beliebige ©erabe, welche bie beiben ffreife 
in jwei reellen, ober imaginären ^unftepanren a, b) a',b‘ 
fdfneibet; fo gibt e8 auf biefer ©eraben immer einen ^Junft m Don 
foldjev 93efef)affen^eit : bap bie fßrobufte ma .mb, via' .mb' einan* 
ber gleich ftnb (.§. 129), unb wenn man oott biefetn fünfte auf 

20 * 
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bic 93etbinbungöltnie bet SRittelpunfte ber Äreife ein *J}er|>enbifel 
fällt; fo ift baffelbe bie gemeinfdjaftlidjen ©elfne biefet ifreife, 
b. b. eö fifjneibct fte in benfelben beiben reellen, obnr imagi* 
näten fünften, weil bie beiben 2>ur#fdjnitt3}5unfte mit jebern 
Greife biefelbe SRitte ^aben, weldje auf bet SRittelpunftölinie liegt 
f§. 2&8) unb bie ^robufte if)rcr Slbjiänbe »on bem fünfte m au# 
glei# ftnb, nämlich ma .vib = via‘ .mb 1 C§- 289). ftofgli# tc. 

SBenn alfo eine Sranöoerfale jwei jfreife in jwei Ißunftepaaren 
a,b-, a',b unb #te gemeinfdjaftlidje ©e^ne in einem fünfte m 
fetyneibet; fo Ifat man fietö bie ©lei#f)eit: 

ma.mb = ma'.m b', 

unb umgefeljrt: SBenit biefe ©leic^^eit jiattfinbet; fo liegt bet ipunft 
m auf ber gemeinfdjaftlidjen ©elfnc beibet ffreife. — 

§. 349. 25ie »on bemfelbenißunfte m ber gemeinfdjaft« 
licken ©effne jweier Jfreife an biefc gejogenen Sangen« 
ten ftaben gleite Sänge. — 



3)enn Wenn«,/' bie beiben reellen, ober imaginären 2)urdj« 
fdjnittöfjunfte ber beiben If reife bebeuten, fo bat man: 

(m <)* = m e . m f f 

unb ebenfo: 

(m t J )‘ i = m e . m f ; 

alfo: 

m t — mt‘. 

Umgefebrt: SBenn bie oon bemfelben fünfte m an jwei 
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Äreife gejogenen Tangenten g lei lang f i n b , fo liegt 
biefer *|?unf t auf ber gemelnf<Jjaftli$en ©e^ne beiber 
Äreife. — 

2>enn bie Jangente mt' an bem jweiten Äreife fcfmeibet ben 
erfien in jwei reellen, ober imaginären ißnnften e,(p, fo bafj man 
Ijat: 

ms . m<p = (»nt) 1 » (§• 289) 
aber nadji ber 93otauöfef)ung ift m t = mt'; folgli<$: 


ms . m (p = (m t')' 2 , 


unb mithin liegt bet fßunft m auf bet gemeinfdfjaftlidjen ©ef)ne 
beiber Greife (§. 348). 

SÖegen ber ®leict$eit: 

mt = m tf = /* me . mf, 

ober: 


(mt)* = (mt')* = me . mf 


»irb bie gemeinfd&aftlidje ©eljne jmeier Äreife auc$ ifjre 9la* 
bifalare ober ifjte ißotenjlinie genannt. — 


§. 350. 2)ie fRabifalare jtoeier Äreife ift gleid) weif 
entfernt »on ben beiben polaren je b e 6 2lef)nlidjf eit«mit< 
telpunfte«. — 

35enn toenn man ficf) an beibe Äreife eine gemeinfdjaftlicfye 
Jangente gejogen benft, fo ift il)r S)ur<$fd)nittepunft mit ber 9tabi< 
falare nach bem »or&ergefienben ©afoe »on ben beiben 9)erül)tung«> 
punften gleid) weit entfernt; aber tiefe fünfte liegen auf ben if$o* 
laren be« Sle&nlidjfeitömittelpunfte«, burd) melden bie Jangente 
gef)t, unb biefe polaren finb ju ber fRabifalare parallel, golglid) «. 

§. 351. SBenn man burdf einen ißunft ber Sfabifalare 
jtt>eier Äreife amei ©efannten aief)t, bic eine l ’ ur< ^ ben 
einen unb bie anbern butd) ben anbern Ä r e i 6 ; fo liegen 
bie ttier reellen, ober imaginären 2>ur$fd)nit«punfte auf 
einem Äreife. — 

2>enn e« fei m ber *}}unft bet ÜRabifalare, a, b feien bie Durdj' 
fdjnittöpunfte be« einen Äreife« mit ber einen Jran«»erfafe , a‘, b‘ 
bie be« anbern Äreife« mit ber anbern Jran«»erfale unb e, f bie auf 
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bet Siabifalare liegenben gemeinf<b«ftlicben fünfte beiber ffjeife; 
fo ifi: 

ma. mb— me. mf unb m a' . m b‘ — m e . m fj 
folglich: 

, , ,, ' •' ■" ■!! I' • j 

m a . mb = m a . mb, 

unb mitbin liegen bie oiet durfte a, b, a', b auf einem ffreife 
(§. 289). 

§. 352. Die gemeinfdjaftlicbe ©ebne jweier Greife ^at bie 
Eigenfdpaft: baff fid) bie polaren jebeö ihrer fünfte in 
Sejug auf bie beiben Jfreif* auf,biefet ©ebne felbfl 
fdfneiben. — 

Denn bie «-Polaren eineö fünfte« ber gemetnfdjaftlidjen ©ebne 
geben burd) ben CßunFl, Weidner auf biefet Oeraben ber ^armortifdb> 
eonjugirte beö erften in S3e$ug auf bie beiben reellen, ober fmagi* 
nären Durcbfcbnittdpuufte ber beiben Greife iji (§. 312). 

Umgefebri: 2Benn eine ©erabc fo bef^affen ift, bafj bie 
polaren jebeö ibter fünfte inSejug auf jWeiß'reife ficb 
auf biefer Oeraben fdjnetben, fo iß fie bie gemeinfc|aft* 
liebe ©ebne beiber Greife. 

Denn »nenn jmei ©pfteme »on fünften auf berfelben Oeraben 
L in SÖejug auf jeben ber beiben if reife conjugirt ftnb, fo finb 
bie Durdffcbniftdpunfte beiber J? reife mit biefer Oeraben biefelben 
C§. 326). golglid) K. 

§. 353. Ein in unenblicber Entfernung liegenber «Punft b<d 
in beiben Greifen gwei parallele Durcbmeffer ju «Polaren, 
Welche ftd) in unenblidjer Entfernung febneiben, fo bafj bie in 
unenbli dfer Entfernung liegenbe ©erabe ald eine ge« 
mein fdfaftlicbe ©ebne beiber Greife betrachtet werben 
fann. — SRan fann alfo fagen: baff jwei Greife v i e r Durcbfcbnittö* 
punftc bnben, Wcfcbe je jwei unb jwei auf jn>ei ftetö reellen gemein« 
fcbaftlicbcn ©ebnen liegen, inbem auf bet einen biefer. Oeraben, 
welche in enblicber Entfernung liegt unb Dfabifalare bie, 
beiben ißunlte reell, ober imaginär finb, wäbrenb |ie auf ber 
anbern, in unenblicber Entfernung liegenben Oeraben ftetö ima« 
ginär ftnb. -~ 
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3 n bem befonbern galle, wo bte beibeit Äreife tonten ttifd& 
ftnb, liegt aud) iljre Siabifalare in unen blitzet (Entfernung, unb ihre 

beiben gemeinfcbaftlidjen Seinen fallen jufaminen. 2liöbann fann 
man fagen: bafj bie beiben fireife in uneitblidjer Entfernung eine 
hoppelte imaginäre ©ertifitung haben, weil ihre »ier Durdj* 
fchnittöpunfte jwei unb jwei auf ber in unenblic^er Entfernung 
liegenben ©eraben jufammenfatlen. — 


Äretfe alö homologifdbc giguren betrachtet. 


8 . 354 . 3 wei ffteife finb jtoei bomologtf<he giguren. 
beren 2 lre bet Homologie bie gemeinfdjaftlictye 6 ef)ne 
ober füabifalare unb beren 9 Jf ittelpunft ber Homologie 
ber eine ober anbere 21 ehnlidjfeitömittelpunft i fl. — 



>«»*>£ »ifl (bi't ulMi 

i tun ,m initniiij.' n 

nnsSB Jicfoltyiun 


J 


$>enn eö feien M, m in ©ejug auf ben 2 lehnlicbfeit$mittelpunft 
S jtoei homologe fünfte, unb MP, mp bie 2 lbfiänbe biefer fünfte 
oon ben polaren bed ißunlteö 5 in ©ejug auf bie beiben Greife; 
fo hat “»an »egen ber 2 lehnlichfeit bet beiben giguren: 

Sm mp 

SM ~ ~MP~ ’ 


getnet fei mi ber jweite auf ber ©eraben Sm liegenbe fßunft 
be« Äreife« o, unb m bet SMbfianb biefe« fßunfte« »on ber $o* 
late beÄ fßunfte« S; fo ift: 


Sm 

Smi 


m p 

m,pi 


c§. 312) 


2 lu« bieten beiben ©ieicbungen folgt: 
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• . . . , SM _2 r. MP :>:■ -t m 1 • 

Sm, , m,p, * >r:i •* •!.. •! Inr 

unb hierau# erhellet : baß bie beibcri fünfte M, m, jwci Ijomofegifiljni 
giguren angeboren, Worin bie polaren be# fünfte# S $Wei ^omo« 
löge ©erabe finb (§. 265); unb ba jWei fjomologifdje Figuren bie Sire 
ber Homologie in be nfelben fünften treffen; fo ift bie Sire ber .£> 0 * 
moiogie jroeier itreife nicht anbei# al# ihre JRabifalare. Der 
©aß ift alfo erwiefen. 

§. 355. ßomologe ©ebnen MN, m, n,, Welche jwi* 

fdjen $Wei »on einem 9Di ittelpunft ber Homologie au# 
geße nben ® eraben liegen, fdjneiben ficb auf ber lRabt ; 
falare. 

Diele# folgt unmittelbar au# bem Segriffe ßomologiftijer gi* 
guren (§§. 212 u. 263). 

ßbenfo erhellet: baß fid) bie Dangenten in jwei Ijomo* 
logen fünften M, m, auf ber fRabifalare fchneiben. — 
Unb umgefehrt: 2Benn man »on einem fünfte ber fRabilaU 
are Tangenten an bie 6 e i b e n Greife jiefft, fo liegen bie 
beiben ©erüßrungöpunfte mit einem ber SRittelpunfte 
ber Homologie in geraber 2inie. 

Da jwei ßomologe ©eljnen ftc^ auf ber iRabifalare fc^rtei* 
ben, fo folgt: baß jwei ifaare ßomotoger fünfte jweier 
ffreife auf bemfelben Greife liegen (§. 351 )- 

§. 356 Da# 5ßrobuft ober fRedjtecf ber Slbftünbe jweier 
ßomotoger ißunfte jweier Greife »on ißrem ÜRittelpunfte 
ber Homologie ift conßant. — (Denn ba bie »ter fünfte M, N> 
m,n, auf bemfelben ffreife liegen (§. 351), fo hat man: 

SM . Sm, = SN . Sn,. 

§ 357. Die »erfchiebenen Seßrfäße, welche wir eben ganj na* 
türlich au# ben einfachen ©igenfeßaften ber ßomologifrfjen giguren 
abgeleitet f>abcn, laffen fuh auch feljr einfach bireft beWeifen, Wenn 
man ben um gelehrten ©ang einf^lögt. — Da bie beiben fünfte 
M, m in 83ejug auf ben 9lehn(ichfejt#mittelpunft S homologe finb, 
fo nennt man bie beiben fünfte M,m, anti homologe, unb wir 
wollen nun ju et ft ben leßten Saß kweifen, nämlich: baß ba# 
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fßrobuft ober Dtechterf SM . Sm, für jebe j ro e i antiljomo* 
löge fünfte M,m, confiant ift. 


» l ' 



: ■ -i f' 

folflfid?: . 


^ ^ = —— , Sm . Sm x — (So ) 2 — r 2 ; 


R 


S M •. S m, — — — [(So ) 2 — r 2 J — const. 


^>terauö folgt: ba{i jroei entihomologe fßunftepaare 
M, m, unb N, »ij auf bemfelbett Greife liegen. — 

Senn alfo v ber Jurchfchnittdpunft ber beiben ©ebnen MN, 

*• ' ' ''JUk *f3 d 1*' ' '■* r 1 1 ’ * } ' 

m, n, ift, fo l)at man: 

v M . v N — v m x . v n t . 

3)ie »on 1 bem fünfte v and an bie beiben ftreife gejogenen 
Jangenten finb alfo einanber gleich; folglich liegt biefer *ßunft 
v auf ber IRabifalare (§ 349). 3*d f i antibomologe ©ebnen 
fdjneiben fich folglich auf ber JRabifalare. — hieraus folgt 
weiter: bah fich bie Jangenten in jivei antihomologen 
fünften auf ber 9Jabifala.re fchneiben — unb bah g U' e i 
Äreife jwei homologifdje giguren finb, bereu Ü)littelpunft 
unb 91re ber Homologie ber Slehnlichfeitömittelpunft S 
unb bie 9tabifalare finb (§. 263). 

SDaS biet>or in 33ejug auf ben ®ehnlicl;feitdmittelpunftS gefagt 
ift, gilt offenbar auch oon bem anbern 2lebnlicbfeitdmitte(punfte S‘.~~-' 
§. 388. lad fBerhülthifi ober ber €oefficient bet ^»o< 
mcIogie>(§ 265) jweier Greife ift ihrem, mit entgegenge* 
fefctero 3e'^ <n genommenen 2lehiiüchfoit6t><rhättniffe 
gleich. — * r A r 
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$*nn ei fei ft ber ?ßunft, wo bie ©etabe Sm M bie fJtabifaU 
ore ober bie 2 lre ber Homologie trifft, fo Ijat man: 


SM _ x Mn •. 
Sm t m l fi • ' 


(§. 265) 


unb wenn E, c bie auf ben 5|3ofaren beö fünfte« S in beibcn 
Greifen liegenben fßunfte finb,* fo finb biefetben in ©ejiefiung auf 
ben Slefynlid&feiWmittefpunft 8 homologe fßuntte, fo bafj man f|at: 


SE _ R 
8e r 


Slber E, e ftnb in 5Be$ug auf S, al« SWitteipunft bet Homologie 
betrachtet, auh ^omofogifc^e fßunfte; folglich nah §• 265: 


se . nE _ x 

Sc ’ n e 



wegen fi E = — ft e (§. 350). goigüdj: * 


— , w. j. b. W. 
r 


2)ie SSerljäitniffe ber Homologie in ©ejug auf bie beiben SJtit« 
telpunfte ber ^omotogie ftnb, wie bie beiben SBerbäftniffe bie 21 etjn* 
lihfeit, einanber gfelh unb tton entgegengefefctem 3 c '^ e n 
(§. 345). 


§. 359. 2>ie fßoie ber Otabifaiare in ©ejug auf bie 
beiben Äreife finb ju ben beiben 93?ittel)>unften ber«ef>n> 
1 1 f e 1 1 ober Homologie batmonifh conjugirt. — 

3)enn bie beiben Greife finb in ©ejug auf ben fßunft S (Rehe 
obige Sigur) bomofogifdje giguren, unb bie 9tabifa(are ifi bie 
2lre ber Homologie (§. 354 ); folglich finb if)te fßoie P,p Ijomolo* 
gifhe fünfte, fo bafi man Ijat: 
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SP QP 
Sp ' Qp ~ > 


tt?o a bciö ©erfiaitnifj bet Homologie ifl. Grbenfo ^cit man in ©e* 
aug auf ben anxiten SDfittelpunft S‘ bet Homologie: 


t 

folg lief): 


S'P . QP 
' S"p ‘ Qp 




SP 


S'P 


Sp S' p 


— — 1 ober 


SP 

Sp 


S'P 


§. 360. SB e n n 3 tv ei ifteife gegeben finb, unb man aiefjt 



von irgenb einem ©unfte m b e ö einen eine Jangente mt 
an ben anbern unb ein ©erpenbifel mp auf bie ©abifab 

are; |o i fl baö ©erf)ältniS conftant. — 

mp 

Xenn eine htrcf; ben ©unft m geaogene Jraneiperfale fäneibet 
bie beiten Äteife in jit'ei ©unftepaaren m, m'-, a, a' unb bie SKabU 
falare in einem ©unfte a, meiner ber (Sentralpunft bet burd) 
biefe beiten ©unftepaare bestimmten 3n»olution ifl, »eil man 
bat: 

' . . 

am . am' — aa . a a‘, (§. 348.) 

iporaiiö naefj §. 119 bie 3n»olutionflglei(f)ung folgt: 


*M M 

ober: 

unb: 


ma . m a' mco 

m'a.m'a' ~ m'a ’ 

(«1 ma 

Cm' t'¥ ~ m' a 
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folglich: 


mco mp 

m'p' ’ 


m ca 


- — — = -• n>. j. b. n>. 

mp mp 


%. 361. SBenn man »on einem fünfte « ber IRabüal* 
aie jroeier Greife jn>ei $ran«»erfalen jie&t, welche tefp. 
burd) bie o T e f, g biefer Sire in ben beiben Äreifen ge* 
ffen; fo fc&neiben fidj bie ©eraben, tucldje bie !Durd}* 
fdjnittöpunfte biefer Üranöoerfale mit ben Greifen »er* 
binben, in jmei feften fünften S,S‘ weldje bie Slefinlid}* 
eit« mittelpunlte bet beiben ifreife finb. 



3>enn ba bie Stabifalare bie Sire ber Homologie beiber ffreife 
ifi, fo ftnb ilfre fßofe jroei fjomologifdje fünfte; folglich bie »on 
btmfefben fünfte ber Slabifafare nadj biefen beiben fünften gejo* 
genen ©eraben jtrei Ijomologifdje Seinen; alfe beten ©nb» 
punfte auf ben beiben Greifen I) omologtfd&e fünfte, toeldje mit* 
l>in paarmeife auf ©eraben liegen, bie burd) bie SJfittelpunfte ber 
Homologie gefeit. — 

Dber: 2)a ber fjfunft f bet$ol ber JRabifalare ifi, fo Ijat man: 

ae . a‘ e _ ea . ta‘ 
af- a ‘f ~ ~ fA . fA ~ 3 

eb . eb 1 
gB.gB' ; 



folglich 
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ae 

: 


b e 
b 9 


==+ / gB.gB' 
~ V fA.fA' 


■ n . i 


wegen ea ea' = eb .eb', ba ber fJunft e auf ber 9iabifalare bei* 
bet ffreife liegt. — 

Serner fei S bet f?unft, wo bie ©erabe ab bie Oetabe fg 
trifft; fo bat man in bem »on bet dranöoetfafe ab burchfchnittenen 
dreiecf efg 


folglich: 


l 


ae # be Sg 

af bg ~ Sf ’ 


(8 201 ) 


Sg 

Sf 


= + k/iJLOL = const. 
” v fA.fA' 


3)er Ißunft S liegt alfo f e ft, unb e« ift einleuchtend ba(j baö* 
felbe mit bem ^weiten Ulehnlichfeitömittelpunfte S 1 bet Sali ift. Weil 
man bie fünfte b unb 6' in bet gigur »ettaufdjen fann. — der 
<£ab ifl alfo erwiefen. — 

2)a0 eine bet beiben 3 e * c h t n bet SBurjelgröfte bejielft (ich auf 
baö 93erljfiltnifj unb baö anbete auf baö SBerhaltnifj ; 
folglich ifh 


Sg _ Sg' 

Sf ~ Sf ’ 


Worau« folgt: bafi bie Ißole ber Sfabifalare in ©ejug auf 
bie beiben Slehnlichfeitömittelfiunfte hanttonifch conju* 
girt finb. — 

3« bemfrlben Schluffe gelangt man auch, wenn man ba« 93ierecf 
aba'b' betrachtet; benn bie beiben 2lel)nlichfeitömitte(punfte S,S 
ftnb bie durchfchnittöpunfte ber ©egenfeiten, unb bie beiben Ißole 
f,g ftnb bie fünfte, worin bie beiben diagonalen aa',bb‘ bie ®e* 
tabe SS liefen; folglich bilben biefe vier Ißunfte eine hotwoni« 
nifche ^Proportion (§. 193). 

§. 362. SBenn man oon irgenb einem fünfte 6 bet 
9labifalaie jweiet Steife an biefe Tangenten jieljt, fo 
iß baö 58erl)c»ltni jj ber trigonometrifchcn Tangenten bev 
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• i ' 


» 3»tüt «ttttiunV 


SEBinfel, reelle bie geometrifdj en $angeuten mit bet SRa* 
bifalate biiben, conftant. 



®enn in bem Steife c bat mein: 


tang^mcS . tang ^ m t cS — const. (§. 336.) 


9?un ift aber Z- mcS — / M CS unb m l cS ift ba$ ®up* 
pfement wn n», cC] folglich: 


tangjMCS 
tang £ m, c C 


= const. 


ober: 


i , 

tang ^ M 6 X 
tang $ m l 0X 


const. TO. b. TO. f. 


§. 363. Sßenn man »on 
einem fünfte w bet $abi* 
falaxe jTOeier Steife an 
biefe Tangenten jicljt, fo 
liegen bie »i er Serufjrungö* 
punfte auf einem Steife, 
meldet auö bem fßunfte o 
bet JRabifalare alöüJJiftel* 
punft befdjtieben ift unb bie SHittelpunftSlinie bet bei« 
ben gegebenen Steife in jroei reellen, ober imaginären 
feften fünften fc^neibet, TOelcfje in Sejug auf biefe Steife 



conjugirt finb. 

3)afi bie oier SetiiljtungSpunfte auf einem Sreife liegen, 
folgt unmittelbar au« §. 349. — 9?un feien d, d‘ bie ütoräjfdjnitW* 
punfte beö Sreifeö ton bem üftittclpunfte o mit bet fRabifalare, 
unb e,f bie reellen, ober imaginären $ur<bfd)mttöpunfte biefeö 
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JPteifeö mit 6er s 3Rittetyunft$linie Cc ber beiben gegebenen ühreife; 
fo hat man: 

Oe . Öf— — (Oe ) 2 — Od . Od‘ = (Oo) 2 — (ca dp. 

ferner feien e, q> bie Durd)fchnitt«hunfte bet beiben gegebenen 
Greife, fo ifi: 

(ad ) 2 — (cat ) 2 = OE . rag>; 

folglidj: 

(Oe ) 2 — ae . atp — (oO ) 2 = — (Of) 2 . 

Sllfo iji Oe conflant, »eld)e Sage bet Ißunft a auf bet 9ta* 
bifalaxe auch haben mag; b. tf bet au$ biefem fünfte al$ «Kittel* 
punft betriebene ffreiö tneibet bie ÜWittetyunftöUnie Cc ftetö in 
benfelben fünften. — 

9Jun ifi aber: 

Oe . Og? = — (Oe) 2 = Oa . Oa‘, 

unb folglich: 

(Oe) 2 = Oa . Oa!, 

tt>orau3 erhellet: ba|j bie beiben fünfte e, f in öejug auf a, a' 
hatmonifdj confugirt flrtb (§.44). Det©ah ifi alfo betuiefen.— 
Sludbem lebten Sefjtfafce folgt ferner: bajj alle au6 ben »ertie* 
benen fünften a bet Stabifalare alö 2JlittelVunften betriebenen 
Ifreife bie SRittetyunftaiinie Ce bet beiben gegebenen Greife jut 
gemeintaftlidjen SRabifalare haben, »eil fte biefe ©erabe in ben» 
fei ben reellen, ober imaginären fünften e, f fchneiben. — • 

§. 364. Die Diagonalen ih, gk eineö j»ei Äreifen 
umfchtiebenen SBieretfefl ighk treffen bie ÜW ittelpunlU» 
linie in jroei fünften ef, »o»on jeber in beiben Greifen 
biefelbe polare hat. — 
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2>enn wenn ein SBierecf mn einen ibreiö befdjrieben if), fo 
bilben bie beiben diagonalen ih, gk unb bie SSerbinbttngölinie SS' 
bet ÜJur^fdjmttöpunfte bet ©egenfeiten ein dreiecf, worin jebe 
Spi&e bie ©egenfeite jnr fßolare Qat (§. 330). golglit l)at bet 
fßunft e, worin bie ©erabe ih bie ©ernbe SS' trifft, in beiben 
greifen bie ©ernbe gk jur polare, unb ebenfo f)at ber fßunft f bie 
©erabe ih jur polare. — 

§. 365. der über ber Serbinbungö linie bet Mittel» 
punfte jweier ifreife alö 3)tircf;meffer betriebene Jfreiö 
g e f) t burt bie vier Spieen beö von ben gemeinftaftli* 
eit Jangenten jener beiben Greife gcbiibeten 93ieretfeö. — 
denn ber nach bem durd)ftnittöpunfte h (f lehte gig.) ber beiben 
gemeinfd)aftlid)en Sangenten Sh, »S'ftgebcnbe verlängerte «£>albmeffer 
ch fjalbirt ben von biefen Jangenten gebilbeten Sßinfel ShS 1 , 
unb Ch tyalbirt baö Supplement biefeö SBinTefö. golglit ftnb 
Sh unb ch aufeinanbcr fenfrett, unb mithin liegt ber fßunft 
li auf bem über Cc alö durtmcffer betriebenen ifreife. — 

§. 366. Söenn ein fßiererf um jwei Äreife betrieben 
ifi, unb man jieljt »on einem fünfte P bie Jangenten an 
biefe Streife, fo wie jwei ©erabe itat ben ©egenfpi&en 
beö iUiererfeö; fo bilbcn bie fec^ö ©eraben ein Snvolutü 

onöbüftrl- 

denn bie beiben Jangenten an bem erflen Greife bilben mit 
ben von bem fünfte P nat ben beiben paaren von ©egenfpifjen beö 
93ierecfeö gejogenen ©eraben ein Snvolutionöbüftel (§. 304), unb 
ebenfo bie Jangenten an bem jWeiten df reife, golglit bilben aut 
brei beliebige biefev vier fjjaare von ©eraben ein 3nvo(utionöbüfdjel. 

diefe 33eweiöart fe^t vorauö: baß bie vier Spijjeit beö Sier» 
erfeö reell finb; aber ber folgenbe SBeweiö ift aut in bem gaüe 
anwenbbar, wo nur jwei Spieen beö Sierecfcö reell ftnb, nämlid) 
bie beiben Slefjnlitfeitömittelpunfte. 

©ö feien A, A' unb B, B‘ bie von einem fünfte P an bie 
beiben Jbrcife gejogenen beiben fßaate reeller, ober imaginärer Jan* 
genten, E, F bie butt t>en 2lel)nlitffitömittelpunft S unb E‘, F 
bie burt ben 2lel)nlitfeitömittelpunft S‘ geljenben beiben gemein« 
ftaftliten Jangenten; fo Ijat man für bie von ben Spifjen beö 
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2>reietfe$ PSS“ auSgeljenben !£angenten an bcm erfien Äreife nach 
§.311 bie ® leidjung: 

sin SPA . sin SPA 1 sin PS'E‘ . sin PS'F' sin S'SE. sinSSF ^ 

sinS'PA . sinS' PÄ‘ ' sin SS' E' . sin SS‘F‘ ' sinPSE.sinPSF 

unb für ben jweitcn üreiS hat man eine ähnliche Relation, worin 
bie Tangenten B, B‘ an bie Stelle »on A, Ä treten. SluS biefen 
beiben ©Ieichungen ergibt ftd) offenbar folgenbe3n»olution$gleichung: 

sin S PA . sin S PA' sin SPB . sin SPB' ,,q. 

sinS 1 PA . sin S“ PA' sinS PB . sin S 1 PB' 

golglicfj etc. 

§. 367. ÜJ?an fann einen fjiunft als einen unenblidj fiel* 
nen i? reis ober als einen ifreiS »on einem ^albmeffer = 0 ju betrag* 
ten liabcn. — !£ie fDurchfdjnittSpunfte einer ©erabeit mit einem 
folgen unenblidj fleinen ffreife ftnb imaginär; ihre ÜJtitte 
ifi, wie in bem allgemeinen gaHe, ber gufipunft beS »om 2JlitteU 
punfte auf bie ©erabe gefällten fßerpenbifelS, unb baS duabrat 
ber halben Sehne, welche bie beiben imaginären fünfte beftimmen, 
ift bem mit bem 3 e *<^ cn — genommenen duabrate ber Entfernung 
ber ©eraben »om ättittefpunfte beS ifreifeö gleich, W)ie auS bem 
Sludbrucfe in §. 289 folgt, allgemeiner fann man fagen: baSfßro* 
buft ber Entfernungen eines fünfte« ber ©eraben »on ben beiben 
imaginären fünften ifi gleich bem duabrate ber Entfernung biefed 
IpunfteS »om SKittelpunfte beS tfreifeS (§. 289). 

3)ie Dtabifalarc eines tfreifeS unb eines fßunfteS hat biefelben 
Eigenfdjaften, Wie bie jWeier Greife, unb ifi bie ©erabe, welche ben 
JfreiS unb ben fßunft in benfelben beiben imaginären fßunften 
trifft, ober bie ©erabe, auf welcher bie beiben 2)ur<hfchnittSpunfte 
beS ifreifeS unb beS fünftes liegen. — 2>ie »on einem beliebigen 
fünfte ber SRabifalare an ben ifreiS gezogene Tangente ifi ber 
Entfernung biefeS fünftes »on bem als unenblidj fleinen JfreiS 
betrachteten fünfte gleich- — 

§. 368. 2)ie fRabifalare eines fünftes e unb eines 
ffreifeS C ifi »on biefem fünfte unb »on feiner polare in 
33ejiehung auf ben £reiS gleidjweit entfernt. — 

Steuere ©tometrie. 21 
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m, 



Denn e« bejeicpne t einen ber imaginären gemeinfcpaftlicpen 
fünfte bet Greife« C unb be« «Punfte« 
e, welche auf ber Slabifalare QX lie« 
gen; fo b nt man für ben iPunft e nacp 
? § 36?, (<?e) 2 = - (Qe) 2 , unb für 

-f benJireiö (Oe) 2 = — Q a . Qa‘) alfo: 
(Qe ) 2 = Q a . Q a'. — 9?immt man 
alfo Q e = Qf, fo ftnb bie beiben 
fünfte e, f in ©cjug auf a, a' barmo« 
nii'd) coniugirt (§. 44), unb folglich gebt 
bie polare be« fünfte« e in SBejug auf ben Jfrei« C burcp ben 
«Punft f, welcher »oii ber SRabifalare ebenfoweit entfernt ifl, al« ber 
«Punft e. 

§. 369. Da« duabrat ber Sntfernung eine« beliebi* 
gen ?J3 un f te« m be« ffreife« oon bem al« unenblicp ffei* 
nen Ärei« betrachteten fünfte ift ber Sntfernung beffel» 
ben ißunfteö m oon ber Siabifalare proportional. (§. 360). 
^»ierauö ergibt jtcp folgenbe Sigenfcpaft be« Jfreife«: 

2Benn in ber Sbene eineö Jfreife« ein fefier ?Punft e 
angenommen wirb, fo gibt e« immer eine fefte ®erabeQ.X 
non folcher ©efepaffenpeit: bafj ba« duabrat ber Sntfer# 
nung eineö beliebigen ©unfte« m be« Jfreife« oon biefem 
feflen fünfte ju ber Sntfernung beffelben fünfte« m »on 
ber feften ©eraben in einem eonjtanten ©erpältnijj fiept, 
fo bap man pat: 

(ero ) 2 (ea ) 2 


mp 


aQ 


$iefe «re QX, welipe bem fünfte e entfpriept, ift t>on biefem 
fünfte unb uon feinem in ©ejug auf a,a‘ parmonifcp conjugirten 
fünfte f gleichweit entfernt (§. 368). SJfan fann fte burcp bie 
«Proportion befiimmen: 

- 1 %-= • «• 46 ' ® l 15 '> 
a'Q (a'e) 2 

§. 370. Die «Polare eine« fünfte« in ©ejug auf einen un» 
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enblifh f I e inen ffreiö ge^t burdj ben *J3unFt, Welker biefen tfreiö 
biirflelü, unb ifi fenfrecht auf ber ©eraben, welche tiefe beiten fünfte 
»erbinbet. — ^jierauö felgt: bafi jwei in SBejug auf einen 
alS uncnblidj fletnen Sfreiö betrachteten 'fiunft conju* 
girte fünfte »on jenem fünfte auö unter einem rechten 
93B in fei etfebeinen. — 

2Benn bie beiten conjugirten fünfte auf ber JRabifalare eine« 
ÄreifeS unb eine« fünftes genommen werben, fo jtnb fte auch in 
Sejug auf ben reis conjugirt, unb man hat folglich ben @afc: 
2Benn eine ©erabe einen tfreiö nicht fchneibet, fo 
gibt eß ju beiben ©eiten berfelben einen 5}3unft, »on 
Wo aus ba$ ©egment tiefer ©eraben, welcheö jwifdjen 
jwei beliebigen in 33ejug auf ben i?r e i S conjugirten 
fünften liegt, unter einem regten SBinfel erfcheint. — 


®rel unb mehrere Streife, »eiche btefclbe SSabifalaye haben. 

§. 371. SBenn »on btei jfreifen je jwei biefefbe 9ia* 
bifalaxe haben, fo werben fie »on einer Jtanäoerfale 
in fedjö fünften gefchnitten, welche eine 3n»olution bil» 
ben, beten ßentrafpunft auf ber fJfabifalare liegt. — 
2)enn e$ feien a, a'jb, b')c, c' bie fechS £urchichnitt0punfte 
ber JranS»erfale mit ben brei Streifen unt o ihr 3)urchfchuitt0punft 
mit ber fRabifalare; fo hat man nach §. 348: 

o a . o a‘ — ob . ob' = o c . o c', 

woburd) bie 3n»olution auägebriicft wirb. — 

SBenn bie Jranöserfale eine gemeinfchaftliche Jangente an jwei 
Streifen wirb, fo ftnb bie Serühwngöpunfte in S3ejug auf bie beiben 
3)urd)fchnitt3punfte ber Jranö»erfale mit bem britten Streife har* 
monifch conjugirt. — 

§. 372. Söenn btei Streife biefelbe fJfabifalare haben 
unb man jieljt burch einen beliebigen ißunft m beö einen 
in einer beliebigen Sfidjtung eine Jranöoetfale, welche 
bie beiben an bem Streife in s w» ei jßunftepaaten a, a; b, b‘ 
fchneibet; fo hat bad ©erhÄltnijj: 

• 91 * 
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m a . m a‘ 
mb . mb' 

einen conjtanten SBertf» unb immer baffelbe 3fi^en. 

2) enn eö feien a, G, ft bie ©iitten ber »on ben brei Greifen 
auf ber Sranöoerfafe abgefctynittenen brei Segmente aa',bb‘, mm') 
fo f)at man: 

ma. ma ' fia , Ä 1on ^ 

. — I rr - = — » li}y ) 

mb . mb [iS 

3) a aber a,G,fi bie guppunfte ber auö bcm SJiittelpunften ber 
brei Greife auf bie Stanöoetfale gefaxten $erpenbifel ftnb, fo ift 

baö 93er^dltni# fetooljl tjinfictytlicf) ber3nlM £ ntt>ertbe0, a($ 

fl 6 

be0 3ei$en« bem SJer^äUniffe bet (Snfernungen beö einen biefer 
SJlittetyunfte »on ben beiben anbern gfeic^. golglidj ic. 

SBenn man blo6 betoeifen loollte: bap ber 3aff[enn>ert& be« 
93er§aitniffe$: 

ma . ma' 
mb . mb' 

conflant ifl, fo brauste man nur j« bemetfen: bap bie fedjö fünfte 
a, a'; b, b'-, m, m! na$ §. 371 ein 3n»olution bilben, fo bap 
man pat: 

ma . ma! m'a .m'b 

mb . mb' m'a' .m'b' 

§. 373. SBenn brei Greife blefeibe 3tabifalare fjaben, 
fo fielen bie Bdngen bet »on irgenb einem fünfte m be$ 
einen an bie beiben anbern gejogenen Sangenten in ei» 
nem confianten SSerljdltnip. 

SJenn baö SBer^dltnip bet Ctuabrate biefer Sangenten ifi bem 

SOerljättnip : 

ma . ma' 

mb. mb' ’ 

melc&eö na$ §. 372 eonftant ift, gleidp. — 

§. 374. SBenn brei Greife biefetbe fRabifalare tjaben, 
fo erfdjeinen }i»ei biefer Greife »on jebem fünfte be« 
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brüten auö untern Sßinfeln, mooon bie trigonometri* 
fc^en Sangenten bet £älften in einem confianten 93 er« 
bältnifi fiefien. — 



3)enn man bat: 

Ct R 

tangtmC ~ — , tangt'mC 

171 t 171 1 

foigli*: 

tangtmC R mt 

tang t'mC R' ’ mt? ' 

9?un ifi aber baö SBertjäftnijj - — - nad) §. 373 conftant; 

171 1 

folglidj jc. 

§. 375. Sßenn man über ber SßerbinbungSlinie ber 
2le^nli(^feit0mittelj)unfte jweiet ffreife alö 3)urdbmeffer 
einen £rei$ befdjreibt, fo gebt berfelbe burd) bie reellen, 
ober imaginären 3)urci)fdjnrttSpunfte ber beiben erflcn, 
' welche non jebem feiner ißunfte au$ unter gleichen 2Bin» 
fein erfdjeinen. — 

2)enn burd) bie 3Iebnlid)feit3mitteH)unfte ber beiben Greife fann 
man einem tfreiö legen, welcher mit jenen bicfelbe 9tabifalaie bat, 
n>eil bie beiben Slebnli^feitömittelpunfte mit ben in berfelben ®e« 
raben liegenben fünften a,b; a‘,b' ber beiben erfien Greife eine 
3nöolution hüben (§. 346). — gernet ifi ba$ 93er^dltnif ber 
Ouabrate ber »on einem fünfte beö britten ÄreifeS an bie beiben 
erjten gejogenen Sangenten natb §. 373 conjlant unb gleich: 

Sa, Sb _ R 2 

Sa. Sb' ~ R“* ’ 


R' 

mt' ’ 
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unb folglidj jtnb naf bem »orffergeljenben Se^rfa^e bie beiben 2Bin* 
fei, unter toeldjien bie beiben erfien jf reife »on einem beliebigen 
fünfte beS britten ßteifeö au6 etfdjeinen, einanbet gleidj. — 

§. 376. 2Benn brei ifteife biefelbe Stabifalare Ijaben, 
unb man jiefjt »on einem fünfte Jangenten an biefel* 
ben; fo geljen bie brei SBerüljtungSfeljnen burd) benfelben 
SJunft. — Ober mit anbetn SBortcn: Sb i e polaren beffelben 
fünftes in ©ejieffuitg guf bie brei Greife geilen bur dj 
benfelben ©unft. 

denn eö fei P irgenb ein ©unft unb P' ber Sburc^fe^nittöpunft 
feiner polaren in ©ejug auf jt»ei Jfreife; fo trifft bie ©erabe PP' 
bie brei Äteife in brei ©unftepaaren a, a';6, b';c, c', toeldje in 3n» 
»olution ftnb (§• 371). 9?un ftnb aber bie beiben fünfte P, P 
in 33ejug auf a,a‘ unb auf 6,6' fjarmonifdj conjugirt (§. 312); 
folglich ftnb fte doppelpunfte ber Snoolution, unb t^eilen mithin 
baS britte ©egment c, c' Ifatmonifd). golglid) gefyt bie polare 
beS IJJunfteS P in ©ejug auf ben britten ifreiS burf ben ©unft P ', 
ttoburd) bet Selfrfaf} bemiefen ifi. — 

die beiben fünfte P,P, tueldje in SBejug auf jeben ber brei 
ffreife conjugirt ftnb, liegen auf beiben ©eiten ber Stabitafare in 
gleiten Slbßänben »on berfelben; benn fte ftnb bie Doppel« 
punfte einer 3n»olution, beten Sentralpunft auf bet Sfabifal* 
are liegt (§. 371). 

§. 377. 2Benn ein dteietf in einen ffreis befdjrieben 
ifi, unb man legt burd) jtoeiteelle, ober imaginäre fünfte 
P,P beö ITreifeö fedfö ifreife, n?cld)e bie brei ©eiten bed 
dreiedeö paartoeife berühren; fo liegen bie fef 3 SSerüfj* 
rungdpunfte je brei auf »ier ©eraben. — Ober: bie fedfö 
SBerübrungöpunfte bilben bie »ier ©pifcen unb bie jroei 
durdjfd) nittöpunfte ber ©egenfeiten eines SBieretfeS, 
rootin bie diagonalen unb bie SBerbinbungölinie ber 
durdjff nittöpunfte ber ©egenfeiten bie Stiftungen ber 
brei ©eiten beö dreietfeö Ifaben. — 

denn ed feien o, 6,c bie durf ffnittöpunfte ber brei ©eiten 
beö dteietfeS A B C mit ber ©eljne PP unb «, S, y refp. brei 
©erüljrungöpunfte auf benfelben dreiecföfeiten; fo l)at man, wenn 
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(A, X), ( B,X) , (C, X) refp. bie Slbfiänbe bet btei ©pi$ en A,B,Cw> n 
ber ©effne PP*, tpeldje bie gemeinfdjaftlidje JRabifalare beö gege* 
benen Greife« unb bet bie ©eiten beö 3)teie<feö betu^tenben Jfreife 
»P, bejeidjnen (§. 360): 

(Ay ) 3 _(A,X) (BaY_(B,JQ (CSP _ (C,X) 

C By)* ~ (B,X) ’ (Ca? {C,X)’ (ASp {A,X) ’ 

»otnuö folgt: 

Ay Ba. C S 

By ' Ca ’ AS — ’ - 

(Sö geben alfo btei beliebige, auf ben ©eiten beö IDreietfeö 
liegenbe, bet fe$3 93etül)rungöpunfte biefe ©leidjung, tporauö folgt: 
bafj bie btei fünfte in gerabetßinie liegen, ober bap bie pon bie* 
fen fünften nad) ben btei ©pifcen beö SDreiedeö geljenben ©eraben 
Pdj in bemfelben fünften fd^neiben. IDiefeö fann aber nur info* 
fern Pattpnben, alö bie fedjö fünfte bie Pier ©pi&en unb bie jtpei 
25urd)fdjnittöpunfte bet ©egenfeiten eineö SBieretfeö ftnb. 2>et ©a$ 
ip alfo ertpiefen. — 

Dber: 2)et Sßunft a ip ber ©entralpunft einer 3nPolution, 
tporin bie beiben ©pifcen B, C jroei conjugirte ißunlte pnb unb 
a ein jDoppelpunft ip. SNan jjat folglich (§. 371): 

(ßa ) 3 _ Ba 

(Ca)' J ~ Ca * 

unb ebenfo : 
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(Ay)* __ Ac (CS)* Cb 

( by)* Bc ’ {AS)* ~ Ab 5 

fotßlidj: 

C Ay )* ( Ba )* (CS)* _ Ac Ba Cb 

( By )* ' (C«) 2 ’ (AS)* ~ Bc ' Ca ‘ Ab ~ 1 

alfo: 


Ay Ba CS 
By ' Ca ’ 


= +!,». j. 6. ». 


§. 378. SBenrt bie €djenfel eineö SßinfelS jn>ei ffteife 
C,C refp. in Pier fünften a,b,c,d unb a‘,b‘,c\d‘ treffen, 
fo f^neiben bie jroei 6ef>nen ad,bc in bem erjlen ffreife 
bie beiben Seinen a‘d',b'c‘ in bem jrceiten in Pier $unfc 
ten m, n, p, q, roeldje auf einem Greife liegen, ber mit C,C 
biefelbe Stabifalare l)at. — 



SBir motlen junädjfi beroeifen : bafj man burcfj jrcei auf berfel* 
bcn <5ef)ne eines ber beiben ffreife, j. 33. burd) bie beiben auf ber 
Seljne ad beS ff reifes C liegenben fünfte m,n einen ff reis legen 
fann, welcher mit ben beiben gegebenen ffreifen C, C biefelbe 5Ra* 
bifalaxe f)at. — 2)enn ba baS 93ieretf a'b'c'd' in ben ffreiS C be» 
fdjrieben ift, fo ftnb bie vier fünfte a, d\ m,n unb bie beiben 2)urdj* 
fdjnittSpunfte beS Jf reifes C mit ber Oeraben mn in Snoolution 
(§. 295). üKan fann alfo burdj bie beiben fünfte m, n einen ffreiS 
legen, Welcher mit ben beiben ffreifen C,C biefelbe SRabifalaxe 
Ijat (§. 371). 2luS bemfelben ©runbe geljt biefer ffreiS, freierer 
butd) ben ißunft m allein bejiimmt n>itb> aud? burc§ ben ffJunft q. 
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»eld)et mit m auf ber Sehne a‘ d 1 be« j»eiten Äreife« C liegt, 
unb ba er burch ben *J3unft q geht, fo gef)t er aud) burd) ben 
fpunft p,- melier mit q auf ber @ef)ne bc be« Äreife« C liegt. 
3)etfelbe ffrei« geht alfo burd) bie Pier fünfte n),n,p ) q. 

3n biefemSafce ftnb »egen ber perfchiebenen fagen, »eldje bie 
beiben ©d)enfel be« SBinTclö haben fönnen, mehrere befonbere 
gälte enthalten, »eiche mir noch näher erörtern »ollen. 

1) Senn ein ©djenfel einen iftei« berührt, fo gehen bie 
beiben Sehnen in biefem Jfreife pon bem SBerührung«hunfte au«» 
unb tpenn ber anbere ©chenfel benfelbcn ftrei« auch berührt; fo 
fallen bie beiben Sehnen in eine jufammen, welche auf ben beiben 
©ebnen be« j»eiten ifreife« }»ei fünfte befiimmt, burdjtrel* 
«he ein ftrei« geht, ber biefe beiben ©ehnen berührt unb 
mit ben beiben gegebenen ifreifen biefelbe Süabifalare 
hat. — ' 

2) Senn bie beiben ©chenfel beöSinfel« jufammenfallen, 
fo »erben bie in ben beiben Greifen liegenben Sehnen Sangen* 
ten, unb man hat ben ©a^: 

Senn eine SranöPerfale $»ei Greife in Pier fünften 
fdjneibet, unb man jieht in biefen fünften Sangenten, 
fo treffen bie beihen Sangenten be« erften Greife« bie 
be« $»eiten in Pier fünften, »eich e auf einem jfreife 
liegen, ber mit ben beiben gegebenen Jfreifen biefelbe 
9fabifalare f> a t. — 

3) Senn einer bet beiben ©chenfel be« Sinfel« bie bei* 
ben ifreife zugleich berührt, fo hat man fofgenben ©afc: 
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2Benn jwei Greife gegeben fl n b , an welche eine bet 
gemeinfdjaftlidjenSEangenten gegogen ijl, unb man nimmt 
bie beiben S3erübrung8punfte al« ©Reitel groeier UBinfel, 
weldje bie auf berfelben DranSoerfale liegenben Seinen 
in ben beiben Greifen groifdjen ihre ©djenfel faffen; fo 
Idjneiben fic$ biefe ©djenfel in oier fünften, bie auf ei» 
nem Jfreife liegen, bet butdj bie Durdjfdjnittöpunfte bet 
beiben gegebenen Greife gebt.. — 

Die beiben Seinen ca, cb beö erfien ßreifeö tteffen alfo bie 
beiben ©ebnen c'a‘, c f b‘ beö gweiten in oiet fünften m, n,p, q f 
welche auf einem ffteife liegen, bet burd) bie reellen, ober imagi* 
niren DurcbfdjnittObunfte bet beiben gegebenen Äteife gebt. — 
SJlan fann biefen ©ab aud) bireft beweifen, unb ben äluöbrutf 
beffelben noch net allgemeinem, wenn man nodj ^tngufügt: 
SBenn fid) bieSranfloetfale, auf weltbet bie beiben Greife 
bin ©ebnen abfdjneiben, um einen fefien $unft bet ge» 
meint' djaftlidjen Jangente bte b e t$ fo bleibt bet britte 
Streit immer berfelbe. — 

Denn et fei p ber ißunft, wo bie JranOoerfale aa bie gemein* 
ffftaftlidje Tangente cc' trifft; fo gibt ba« mit bet DranSoerfale 
paa' burdjftbnittene Dreietf mcc‘\ 


qc d'c' am 
qc' ' a'm ' ac 


(«) 


9lun iß aber: 


ac — D . sin c, a'c' = D ‘ . sine', 

Wo D,D‘ bie Durdjmeffer bet beiben Greife bebeuten; folglidj: 

a'c' D' eine' D' mc 

■ ac D ' sine D mc' 1 


unb bie ©leidjung (a) wirb: 


ober: 


pc ma.mc D‘ 
p c' ' ma' .mc' ' D 

ma . mc D g r, 

ma' .mc' D' * pc' 
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SBenn fi<^> atfo bie Sranöoerfale um ben fßunft q bittet, fo 

bleilbt baß Serbültnifi - ma t ‘ me . conflant, unb folglich betreibt 
ma . mc 

bet fßunft m einen tfteiß, melier mit ben beiben gegebenen Ätei* 

fen biefelbe SRabifaiare bat (§. 372). — 

* 

§. 379. SBenn btei tfreife biefelbe Slabifalare haben, 
unb man jiebt »on einem beliebigen fünfte P beß 
einen eine Sangente an jeben bet beiben anbetn, unb »et* 
binbet bie Serübrungßpunfte a,d‘ burdj eine ©erabe; fo 
flehen bie ©ebnen, Welche bie beiben lebten Greife auf 
biefer ©etaben abfdbneiben, in einem conflanten Sethält' 
nifj, fo bafj man hat: 

ab 

— — — = const. 
a'b 



Denn eß ifl: 

ab = 2fistn P ab , a'b ' = 2R' sin Pa'b', 

»e R,R‘ bie ^albmeffer ber beiben ffreife bebeuten; folglich: 

ab R sinPab R Pa' 

a'b ' ~ R' ‘ sin Pa'b' ~ 1F ' Pa ‘ 

Da aber ber Ißunft P auf einem ffreife liegt, weichet mit ben 

Pa' 

beiben anbern biefelbe Slabifalare hat; fo ifl baß Serhältnif) — p - ■ 

conflant (§. 373), unb mithin ifl au — const., W. j. b. w. 

Umgefehrt: SBenn man eine Stanßüetfale fo jief)t, baß 
jwei gegebene Jfreife barauf jwei ©ebnen ab, a'b' ab* 
fchneiben, welche in einem eonflanten Serbältnijj ßebenj 
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fo fdfjneiben fidj bie Sangenten in ben fünften a, a‘ in 
einem fünfte P, beffen geometrifdljer Drt, roenn bie 
Stanöoerfale iffre ?age änbert, ein £reiö ijl, ber burdj 
bie iDurdjfd&nittöpunfte bet beiben gegebenen Greife 

# 

3)enn auö bet Relation -^r — const. folgt, t»ie toit eben 
Pa 

gefe^en, bie ^Relation ■ — const., rooburdj bet Safe bewiefen 

if*. - 

SBenn man nur eine Sranöoerfale unb bie »ier Sangenten in 
a,b-,a‘,b‘ betrachtet, fo folgt: baji bie beiben erfien bie beiben 
lebten in »ier auf bemfelben Greife liegenben fünften 
fchneiben (§. 324, 2). 

) 

§. 380. SBenn brei Greife biefelbe fRabifalare Ijaben, 
unb man jieljt »on einem fünfte beö einen eineSangente 
an jeben bet beiben anbern, »erbinbet bie Setüljtungd» 
punfte burdj eine ®etabe, morauf bie beiben Äreife gn> ei 
Seinen ab,a‘b‘ abfcfyneiben, unb fefet an beten Snbpunfte 

bie Sudfefiaben a,b,a',b‘ fo, baff baö Skrljaltnifj ^7 fietö 

baffelbe 3 « icfien fjat, unb nimmt enblid) bie beiben fünfte, 
roeldje jebeß bet beiben Segmente aa',bb 1 6 armonifdj 
tljeilenj fo i ft ber Drt bie fet fünfte ein »ierter ifteiö, 
meldet mit ben gegebenen Steifen biefelbe fRabifalare 
^at. — 

2)enn eö feien e, f bie beiben fünfte, t»el<he bie beiben Seg* 
mente aa',bb‘ Ijarmonifcf) teilen; fo fjat man nadj §. 128: 

ea.eb ab 

ea'.eb' ~ a'b' ‘ 

fRun ifi aber ba 8 SJerljältnifj = const. (§. 379) unb 

befjfilt nadj ber fßorauöfcfeung baffelbe 3 e ‘d)*nj fc'Ijjü'h befjält 

CCl € 

aucfj baö ffierfjältnifj fietö benfelben 3 af|fenn>ert§ unb baf* 

felbe 3 ei<hen, »uaö bemeif’t, bafj btt fßunft e auf einem JTreife liegt, 
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»efdjer burd) bie SDurdbfd^nittdpunfte ber beiben gegebenen ifreife 

gebt (§. 372). golglid) je. 

* 

§. 381. Umgefebrt: 2ßenn brei ifreife biefelbe SXabifal* 
ore haben, unb man jidjl eine Oerabe, reelle bie beiben 
erfien in jwei fßunftepaaren a,6;a',b' oon folget 33efdbaf, 
fen^eit f c^nei bet, bafi bie beiben Segmente aa‘,bb‘ oon 
bem britten ifreife Ijarmonifd? geteilt werben; fo treffen 
bie Jangenten an bem erfien ifreife in a unb b bie an bem 
jwetten in a' unb b' in oi&r fünften, welche auf einem 
ifreife liegen, ber burdj bie Jurcbfdjnittöpunfte ber bei» 
ben gegebenen ifreife gebt. — 

2>enn wenn e,f bie Ü5urcbfdjnitt$punfte ber Jranöoerfale mit 

bem britten ifreife finb, fo ift bad SSerbaitnifi en \ ' e \ , nach §■ 378 

confiant, unb ba bie beiben fünfte e, f bie beiben Segmente 
aa',bb‘ Ijarmonifd) feilen; fo bat man: 

ea . eb ab 

ea' . eb' a'b' ’ 

folglich : 


waö nach §• 379 geigt: bafj fttb bie Jangenten in a unba' auf ei* 
nem ifreife treffen. 


§. 382. SBenn brei ifreife biefelbe 9f a bifalare b a ^en, 
unb jeber fjhtnft m beö einen wirb 
jum gemeinfdjaftlidjenStbeitel jweier 
um bie beiben anbern ifreife befdjrie* 
benenSBinfel genommen; fo jiebt ba$ 
ffierbältni^ ber Sinuö biefer SBinfel 
fowobl ju bem SJerbältnifj ber Dua* 
brate ber 39 e r it b rungöftbnen in ben 
beiben lebten if reif en, alö ju bem um* 
gefebrten Serbältnifj ber Guabrate ber (Entfernungen 
beS Sdjeitelpnnlteö auf bem erfien ifreife oon ben s JJfit* 
telpunften ber beiben anbern ifreife in einem confian* 
ten 93 erbältnijj. — 
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Denn baö Stete«! ambC ldfjt ftcij in einen Ärei« befd^reibeit; 
foIgCic^ Ijat man: 

» ab 
sin a mb = — 
m L 

unb: 

ab . mC = 2 am . Ca — 2R . am, 
worauf folgt: 

. (ab)* . . 2 R.am 

tinamb — , tinamb ~ — — —t . — . 

2R . am , (raC)' 


ffibenfo ifi in bem attbern ffteife: 


sin a‘mb‘ = 

aifo: 

tinamb R“ 

tina'mb' R 


(ab) 9 . , 2 R'.a'm 

, sin a mb — 


2 R‘ .a'm’ 


im CT 


a'm (ab) 9 _ R am (m C) 9 

am (o'6') a R‘‘ a'm ’ ( mC )* 


9tad) §. 373 iji aber — contt. goiglidj jc. 

§. 383. SBenn brei JTteife biefelbe SRabifalare ijaben, 
unb jeberSunft m beS einen mirb jum gemeinfdjaftlidjen 
©djeitel jmeiet um bie bciben anbern ffreife be(d?riebe< 
benen 2B infei genommen; fo fielen bie Segmente, reelle 
biefe SBinfel auf einer ju ben oon intern ©dpeitel nadj 
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bem Seljnlid&feitSmittelpunfte ber beiben Greife gejoge* 
nen ©eraben parallelen $ran0»erfale abfdjneiben, in ei* 
nem conßanten SBer^&ltnif. — 

®enn nadj §. 382 Ijat man: 


sina mb R . am _ (Cm ) 3 

sin a' mb ‘ R'.a'm ' ( Cm )* ’ 

unb nach §. 323 iß: 


sin amS . sin bmS 


JA . JB (CP) 3 
R 3 ' (Cm) 3 ’ 


sin a'mS . sin b'mS = 


J'A' .JB 1 
R' 3 


folglidj: 


(C'P 1 ) 3 
(Cm ) 3 5 


sin ccm b # sin amS . sin bmS 
sin a' mb' ' sin a'mS . sin b'mS 

R.am . r ( JA.JB . JA‘.J'B'\ (CP) 3 ] 

R'.a'm : L\ B* 1 R' 3 ) ' (CF) 3 J 


9?un liegen aber bie fünfte J, J‘, al£ )ßole bet ©etabenSm, 
mit bem &e&nüc§feit0mittelpunfte S in geraber Sinie, unb man 
Hat: 

JA.JB _ JA'.J'F (CP) 3 R 3 
R 3 R' 3 ’ (CF) 3 ~ R' 3 1 

folglich: 

sinamb _ sinamS. sinbmS am t R 

sina'mb' ' sina' mS .sin b' mS' a'm ' R‘ 

3ief)t man enblid) eine ju mS parallele Sranöberfale, fe iß 
nadj §. 285 baö 93er£)ältnifi ber auf biefer ©eraben »on ben beiben 
SBinlefn beßimmten ©Segmente bem erßen Steile ber lebten ©lei* 
$ung gleid) — unb bet jroeite SSljeil iß na$ §. 373 conßantj 
folglich K. 
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§. 384. 2Benn }t»ei Seinen ab, a‘b‘ 
eines KreifeS einen uttenblich fl et* 
neu SBinfel % mit cinanber bilben, 
fo »erhalten fich bic beiben Segmente, 
in n>e(cf)e fie ber 5)urchfcb nittSpunf t 
t tljeilt, toie bie jroifchen ben Seinen 
liegenbeit Kreisbogen; b. h eS ifi : 


i a 

“ÜT 


aa 
bb' ' 


2>enn betreibt man auS bem fünfte i als SRittelpunft mit 
ben £albmeffern i a, i b bie Kreisbogen a «, b G, fo hat man 

-4r~ = -jj- . SIber bie beiben 2)reiecfe aua',bGb‘, melche al« 


gerablinige betrachtet merbin fönnen, roeil bie Seiten aa, bb 

unenblid) f lein finb, ftnb einanber ähnlich, »»eil fie in u , s 

rechnoinflig, unb bie SBinFel bei o unb b' einanber gfeich ftnb. (SS ifi 

,r aa aa' r . ia aa' 

Alf° — = TTT 5 folfll»*: TT- = w - *• 


bG 


b. ro. 


§. 385. SEBenn brei Kreife biefelbe Stabifalare haben, 
unb bie Spifce eines oerdnberlichen SffiinfelS fich auf bem 
erfien Kretfe fortbemegt, roäljrenb feine Schertfel refp. 
ftetS bie beiben anbern Kreife berühren; fo umhüllt bie 
in bem erfien Kreife non ben Schenfeln beS 5BinfeIS be» 
fiimmte Sehne einen »ierten Kreis, b. f). fie rollt auf 
benfelben fort, unb biefer Kreis hat mit ben brei erfien 
biefelbe Siabifalare/ — 

2Bir tooHen ben SBinfel in einer feinet Sagen betrachten. @6 
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* 

feien a feine ©pifce auf bem erffen Greife, G, y tefp. bie SBfrübrungS* 
punfte feinet ©dienfel mit ben beiben nnbern Greifen unb bc bie 
in bem erfieti ffreife beflimmte ©ebne. gerner fei b'a'c' eine jweite, 
bet elften unenblid) nafje Sage beö 2ßinfelö, fo treffen Itd) bie 
©Rentei ac, a'c ' in bem 23eriifjrungöpunfte 6 unb bie ©djenfel 
ab, a'b‘ in Dem öevüfmingSpunfte y, unb ber 25urefjfd)nitt0punft a 
ber beiten ©ebnen ab, a‘b‘ ift ber iffunft, worin bie ©ebne bc 
bie Unü)üllung$liiue, b. b- bie fruinine 2inie, auf welker |ie 
forttollt, beruhet. — 9iad) bem »otbergebenben ©afce ifi aber: 


a G aa' 



unb wenn ( a , X ), {b, X), (c, X) bie Slbfiänbe ber btei fünfte a,b,c 
ton ber 9iabifaLue ber brei Jfreife bejeichnen; fo bat man: 


folglich: 

aa' 

cc 1 

aifo: 


aber: 


i aG 

Te 



WQ. 

( c > X) 1 


(§. 360) 


= -fp- 



(a,X ) . 

(MO ’ 


bb‘ 

cc' 



ba 

ca 


mitbin: 


ba 

ca 


Vf 5 ® 




Woraus folgt: baf « ber ScrubrungSpuuft ber ©ebnete unb eineö 
ÄreifeS ifi,, ber mit ben gegebenen biefeibe Üiabifaiare bat. liefet 
ÄreiS berührt folglich bie Umbüüungölinie ber ©ebne bc, unb für 
einen a unenblid} naben ffJunft tiefer Sinie hätte man auch einen 
SerübnmgSfreiö. Seite S3erübrung$freife hätten alfo einen ge» 
meinfdfaftlicben fffunft, unb mühten folglich jufammenfallen, weil fte 
fchon auf ber JRabifatare jwei gemeinfchaftliche fünfte haben. — 
2)ie Umbüllungölinie ber ©ebne bc ift folglich «in tfreid, weichet 
burch bie reellen, ober imaginären 2)urd}fihnittöpunfte bet brei gege* 
benen Greife gebt — 

Steuert ffleometrie. 22 
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§. 386. Set »orhetgehenbe Sehrfafc läfit ftc^ folgenbermajjen 
»erallgemeinern: 

SBenn mehrere Greife biefelbe Stabifalare haben, unb i 
in ben einen ein ©ielecf befcjjrieben ift, beffen ©eiten f 
aufjer einer, bie übrigen Steife berühren, unb man läfjt 
bie ©pifcen biefeS 93ietetfeö auf bem erften Steife, fo wie 
feine ©eiten an ben anbern Greifen fortrütfen; fo um« 
bullt bie le$te ©eite einen SreiS, tt> e f er mit ben gege» 
benen biefelbe fRabifalare bat- — 

Senn eS ift leidjt einjufehen, bah ber geljrfafc, nadjbem er für 
einSteiecf bewiefen ift, auch für ein 93 i er ecf, günfed, ic. gilt. ~ 

£ierau$ folgt: SBenn bie ©eiten eines in einen SreiS 
befcfyriebenen 93 icleef eö ebenfooiele anbere Sreife betülj* 
ten, melc^e mit bem erften biefelbe SRabtfalare haben; fo 
fann man in benfelben SreiS unenblidj »iele anbere 
SBielecfe oon berfelben ©eitenjaljl betreiben, berenSei* 
ten reffh bie übrigen Greife berühren. — 

Siefe beiben frönen ?ef)rfähe rühren oon fßoncelet her- 

§. 387. SBenn gn?ei Sreife ftd; nicht fchneiben, fo gibt eSauf 
ber SRittelpunftSlinie $wei fünfte e,f, oon welchen jeher inSejug 
auf bie beiben Sreife biefelbe polare hat, unb biefßolare beS einen 
geht burch ben anbern. Siefe beiben fünfte theilen bie auf ber 
SDiittelpunftSlinie liegenben beiben Surchmcjfer jjarmonifch, unb 
ftnb imaginär, Wenn ftef) bie beiben Steife fchneiben, weil als« 
bann bie beiben Sutcpmeffer in einanber greifen (§. 130). 

Set in einer auf ber SRittelpunftSlinie fenfreepten SRichtung 
unenblch entfernte fßunft befipt ebenfalls bie (Sigenfchaft: bah 
er in beiben Greifen biefelbe fßolare a t> welche bie SRit* 
telpunf tSlinie ift; allein wir werben h>« nur b< e beiben etßen 
fünfte e, f betrachten. — 

SBenn man biefe beiben fünfte als Greife ton einem unenb« 
lieh fleinen ^albmeffer betrachtet, fo hat jeber mit ben beiben 
gegebenen Steifen biefelbe SRabifalare, welche burch tyw SWitte 
geht (§. 368). . 

§. 388. SBenn man auf einer beliebigen SranSfierfale 
jwei fßunfte nimmt, Welche ln Sejug auf jwei Sreife 
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conjugirt finb; fo erfcpeinen biefe fünfte oon jebem bet 
beiben fünfte e,f auö unter einem regten 2Binfel. — <’ 

Denn bie DranSoerfale fcpn eibet bic beiben Steife unb ben als 
uitenblich fieinen ffreiS betrachteten f|3unft e in fecpö 3noo« 
lutionSpunften (§. 371), beren Doppelpunkt bie in ©ejug 
auf bie beiben ifreife conjugirten fünfte ftnb (§. 127); folglich 
ftnb fte parmonifcp conjugirt in ©ejug auf bie beiben Durch* 
fcpnittSpunfte be$ un entlieh fieinen ÄreifeS e, unb erfcpeinen 
mithin »om fünfte e auö unter einem rechten SBinfel (§. 370). 

8 389. SBenn gto ei Greife C, C‘ oon einet Dranöoer= 
fale gefchnitten »erben, fo erfcheinen bie Sehnen, »el* 
che fie auf berfelben abfepneiben, oon jebent ber beiben 
fünfte e , f auö unter SBinfeln, »elcpe biefelbe 4?albu 
tungSlinie paben, ober beten ^»albirungölinicn auf ein* 
anber fenfreept fi nb. — 

Denn eö feien e, cp bie 
beiben fünfte, »elcpe bie bei* 
ben Sepiten aS, a'G' panno* 
nifcp tpeilen; fo ftnb bie bei* 
ben ©eraben ee, eep aufein* 
anber f entrecht (§ 388), 
ftnb alfo bie ,£>albircnben ber 




SBinfel ueS, a'eS‘ unb beren Supplemente 
(§. 52). — golglicp je. 

3Öenn bie DranSoerfale ben ifreiS C' 
berührt, fo ift bie oon bem fünfte e naep 
bem ©erüprüngSpunfte a‘ gejogene ©erabe 
bic ^»albirenbe.beö SßinfelS ueS, ober feines 
Supplemente^. — 


2Benn bie DranSoetfale beibe ifreife berührt, fo »erben bie 
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beiben SBinfel aeS,u l eS‘ unenblich f lein, unb bie cjpalbirenben 
ftnb bie nad) ben SBerührungöpunften «,«' geljenben ©eraben ea, 
ea', fo baff man ben ©a& h at; 

2Öenn man an jwei Greife eine gemeinfdjaftliche Jan* 
gente jieljt, fo etfdjeinen bie ©erühtungäpunfte »on je* 
bem ber fßunlte e,f aus unter einem regten SBinfel. — 

Um biefen 6 afj bireft ju beweifen, brauet man nur ju be* 
merfen: bah bie ©eriihrungöpunfte bet gemeinfchaftlichen Jangente 
ber beiben Greife in ©cjug auf bie beiben Jsurchfchniltöpunfte bed 
unenblich Keinen Äreifed e mit biefer Jangente harmonifdj 
conjugirt ftnb (§. 371), unb mithin erfcheinen bie beiben ©erüh* 
rungöpunfte »on e au« unter einem rechten SBinfel (§. 370). 


8. 390. SBenn bie beiben Äreife 
C, C 1 fid) nicht fchneiben, unb man 
läfit um ben ©unft e, welcher in 
Sejug auf biefe Äreife biefeibe ©o* 
fare hat, einen rechten SBinfel f ich 
brefjen, beffen ©chenfel bie Greife 
tefp. in a, a! fchneiben; fo befiimmt 
bie ©etabe aa‘ jwei anbere 3)urch* 
fchnittöpunfte b,b' »on folcijer ©efdjiaffenheit: 1) bafj ber 
SB infei beb' ein rechter ift; 2) bah f»<h bie Jangenten in 
a,a' ober b,b' auf einem britten greife fchneiben, Welcher 
burch bie 2)urchfchnittöpunfte ber beiben gegebenen Greife 
geht, uitb 3) bah bie beiben ©ebnen ab,a‘b‘ in einem con* 
ftanten ©erhältnih flehen. — 



3)enn betrachtet man ben ©unft e ald einen unenbtich Hei* 
nen ßteiS, ber mit ben beiben gegebenen Greifen biefeibe Sfabifal* 
are hat, unb ftnb e,tf> bie imaginären Turchfchniftßpunrte bejfelben 
mit ber ©eraben aa'j fo finb bie fed)3 fünfte a, 6; a', b'-, e, q> in 
3n»olution (§. 371). 9?un ftnb aber a, a‘ in Sejug auf ben 
unenblid) Keinen ifreiö coujugirt (§. 370), alfo auch in ©e* 
jiehung auf bie beiben fünfte e, tp (§. 324); folglich ftnb b,b‘ auch 
in ©ejug auf $,<p harmonifch conjugirt ($. 170), mithin auch 
conjugirt in ©ejug auf ber unenblid) Keinen ffreio, unb folglich 
ifl ber SBinfel beb' ein rechter. — 
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5>« ferner bie beibcn fünfte e,cp, njeldje bie beiben ^egmente 
aa‘, bb' barmonifd) feilen, auf bem Greife e liegen, »eichet mit 
ben beibeit gegebenen ifreifen biefelbe Siabifalare bat; fo folgt nadj 
§. 351: baf jtdj bie Sangenten in a unb a' auf einem ifreife 
fdjneiben, Welcher mit ben beiben gegebenen biefelbe [Rabifalare 
$at, unb ba£ folglich bie beiben Sebnen ab,a‘b‘ in einem confian* 
ten SBerbÄltnif ficben (8. 379). 2B. b. n>. f. 

§• 391. 2Benn brei ifreife bie* 
felbe fRabifalare haben, unb man 
jiebt eine beliebige Sra nöoetfale, 
»elcbe ben erften Äreiö in ben bei* 
ben fjjunftena, a' unb bie beiben an* 
bern refp. in benfßunften m,n fdjnei* 
bet; fo bat man bie Relation: 



sin mea . sin mea MA-MA (Me ) 2 

: = const = — — — — . — — . 

sxnnea .sinnea, AA.AA (Ae)* 

Denn eö ifi (§. 372): 

ma.ma' MA.MA' . t sin mea.sinmea' MA.MA' 

(me)* (Me ) 2 0 ei - sina.sina' (Me ) 2 ’ 

unb ebenfo: 


na. na' NA.NA' sin nea .sinn ea' NA.NA' 

(ne ) 2 (Ne ) 2 ° fr ‘ sina.sina' (Ne ) 2 ’ 

golglidE) ic. 

5Benn bie SranSoetfale ben erften i?reiö in einem fünfte * 
berührt, fo bat man: 


siniem 
sin ten 



MA.MA 

NA.NA' 


Mc 

Ne 


=s eon*f. 


SBenn a, f i,v bie SRittelpunfte ber brei Ifreife be$ei<$nen, fo 
bat man für baö anbarmonifcbe SBerbältitij) ber »ier fßunft« a,\i,v,e: 


MA.MA' _ (Me ) 2 fia 

NA.NA' : (Ney va 1 


-fr-,(t.372). 
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392. Sßenn jl»ei Jtreife 
C, C' ficb nicht fdjneiben, unb 
Jtvei Sangenten an C'.ben am 
betn C in ben »ier $unftena,6; 
a‘,b‘ treffen; fo finb bie Sibfiänbe 
biefer fünfte »on bem fünfte 
e, melier in beiben Greifen bie* 
felbe polare bat, ben Stbftänben 
berfelben fünfte »on ber SSeriibrungöfebne ber beiben 
Sangenten beö tfreifeö C proportional. — 

CDenn benft man jtd) einen britten £rei$, welcher mit ben bei* 
ben gegebenen Greifen biefelbe fRabifalate bat, unb turct) ben 
2)urd)|(^nitt6punft o ber beiben ©ebnen ab,a‘b‘ beö tfreifefi C 
gebt, bie ben ffreiS C‘ in i, i' berü!)teft; fo bat man nach bem »or* 
bergebenben @ajje: 


(ft) 


sinaei 

tinoei 


sin a e i 
sin oei' 


unb bie beiben Sreiede aei,oei geben: 

sin aei ai . ea 

. sin oei oi ’ eo 


216er baS 5Berbältni& ~ — ifl bem SSerbälfniffe ber »on ben 

fünften a, o auf jebe burdj ben ffiunft » gebenbe ©erabe, alfo auch 
auf bie ©erabe gefällten IJJerpenbifel gleich. SBenn alfo aa, 
oa biefe s 4$erpenbifel bebeuten, fo ift: 

sinaei aa # eo aa _ oa 

sin oei" oa ‘ eo ea ' eo 

Crbenfo bat man, wenn a'a' ber ?lbfianb be6 $unfteö a' »on 
bet ©eraben «' ifi: 

»• . / 

sin a'oi' a'a' . oa 

sin oei' ea' eo ’ 

unb fofglidj »egen (ft); 

aa a' a' 

ea e'a“' 
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2Bad für ben *J3unft a' bewiefen ifi, gilt aber auch »on b' , 
unb wa$ für a in ®ejug auf a',b‘ bewiefen ift, muff audj für b 

gelten. 2J?itpin ftnb bie »irr Slerpältniffe •••• einanbet 

gleich. — 

Drei beliebige Streife. — Scriiprutig berfelbett. t 

§. 393. Drei Greife »on einer beliebigen Sage geben, 
ju je j w» e i betrachtet, fe Slepnlichfeitdmittelpunfte, 
weiche ju je brei auf »ier ©eraben liegen, unb jwar fo, . 
< bah auf einer biefer ©eraben bie brei 39tittelpunfte ber 
breieften 9lehniichfeit, unb auf jeber ber übrigen jwei 
ÜJtittelpunfte ber inoerfen unb ein SJiittelpunft ber bi* 
reften 2lepnlichfeit liegen. — 

Denn betrachtet man in ben brei Greifen, beren SRittefpunfte 
0,0', 0" feien, brei parallele ^albmeffer Oa, O‘a‘,0“ a"; fo 
befiimmt bie ©erabe aa' auf 0 0' einen Slehnlicbfeitömittelpunft 
ber beiben JTreife 0, 0‘, unb 2Ief>nfic^eö gilt »on ben beiben anbern 
©eraben a'a“,a"a. Da nun bie Spipen bet beiben Dreiecfe 
•0 0' 0‘,aa‘a“ paarweife auf brei parallelen liegen, fo liegen bie 
Durchfcpnittöpunfte »on je jwei ihrer Seiten in gcraber Sinie 
(§. 211), b. h- bie burd) bie brei ©eraben aa',a'a“,a"a beflimm* 
ten SlepnlicpfeitSmittelpunfte liegen in geraber Sinie. 2lber Wenn 
bie brei ^»albmeffer biefelbe tRicptung haben, fo geht jebe ber brei 
©eraben burch einen 'JRittelpunft bet bireften Slehnlichfeit (§.344), 
unb wenn einer ber brei ^albmeffer eine entgegengefepte [Riep* 
tung »on ber ber beiben anbern hat; fo gibt berfelbe jwei -JRittel* 
punfte ber inwerfen unb bie beiben anbern geben einen SRittel» 
punft ber bireften Slepnlicpfeit. golglicp k. 

§. 394. Die Pabffalaren »on brei ju je jwei betrag 
teten Greifen 0,0‘, 0“ gehen burch benfelben Punft. — 

Denn eö fei ca ber Durcpfcpnittöpunft ber Pabifalaren »on 
0, 0' unb »on 0, 0“, unb eine burep biefen Punft gejogene ©erabe 
fepneibe bie brei ffreife in ben feepö Punften a,a'-, b,b'-, e, c'j fo 
hat man nach §• 348 bie beiben ©Icicppeiten: 

aa.ua' = ub.ub', aa.ua' — ac.uc'i 
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ab . tob 1 = ac.ac', 

woraus errettet : bajj bet $unft a auf ber 9iabifalare bet beiben 
ifreife O unb 0" liegt. golglidj jc. 

©er s $unft a baS fKabifalcentrum — unb man fieljt 
leicht ein, wie mittelfi beffclben bie fRabifalare jweier jtdj nid)t 
treffenber Greife conftruirt werben fann, Wenn man fie mit irgenb 
einem britten Greife burdjidjneibet. — 

§. 395. 2Ben n brei Greife gegeben ftnb, unb man 
legt butdj benfelben fflunft brei anbere Greife, welche 
refp. burcf) bie ©urcbfcfjnittspunfte »on je jwei ber erften 
gelten; fo fdtneiben fidj biefe brei itreife in bemfefben 
jWeitcn fünfte. — 

®ö feien U, C, C' bie brei gegebenen Äreife, unb burdj einen 
Sßunft P feien brei anbere ifreife A,A‘, £ fo gefegt: bafj ber erfte 
A burdj bie reellen, ober imaginären ©urdjfdtnittSpunfte »on U 
unb C, ber jweite A‘ burc^ bie »on Ü unb C‘, unb ber britte £ 
burdj bie »on C unb C' geljt; fo ift ju beweifen: bafj ftd) biefe brei 
Greife A > A‘,£ in bemfelben jweiten fünfte fdjneiben. — 

fei P ber jweite ©urdjfdjnittspunft »on A unb A‘, fo 
bilbet baö Segment PP mit ben Segmenten, weldje bie Streife 
U, C, fo wie mit benett, weldje bie Streife V, C' auf PP beftimmen, 
eine 3n»olution (§. 371). golglidj bilbet PP auclj mit ben 
burdj bie Streife C,C‘ beftiminten Segmenten eine Involution. — 
SJfan fann alt'o burdj P unb P einen Streik legen, weldjer burd; 
bie ©urcfjfdjnittSpunfte »on C unb C gebt, unb bieö ift ber flreiö 
£. golglidj ic. 

§. 396. SDfau fann ben »orljergefjenben ?eljrfa(j audj folgenbet» 
mafjen auöbrticfen , wobei bie beit brei Streifen A, A‘ , £ gemein« 
fcbaftlidjen fünfte P, P audj imaginär fein fönnen: 

SBenn auf einem Äreife U jwei reelle, ober imagi» 
näre f]3unftepaare genommen finb, unb man legt burdj 
bie beiben erften fünfte jwei beliebige Greife C, A; fo 
Wie burdj bie beiben anbern ebenfalls jwei beliebige 
Itreife C,A'", fo febneiben biefe bie erfiern in »ier auf ei» 
nem St reife liegenben fünften. — 
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S)enn eö feien P, P 1 bie reellen, ober imaginären JJurdjfcbnitt«* 
fünfte ber beiben Greife A,A‘, fr bil^t baö Segment PP' fowobl 
mit ben Segmenten, welche bie ßreife U, C, ale mit bcnen, welche 
bie Greife U, C' auf berfclben ©eraben befiimmen, eine 3 n V o l u> 
t i ott (§. 371). golglidj bilbet auch ba$ Segment PP' mit ben 
beiben Segmenten, welche bie Äreife C,C auf berfelben ©eraben 
befiimmen, eine Involution, unb man fann mitbin burdj bie bei* 
ben fünfte P,P' einen Äreid legen, welcher bureb bie !£ur<b|cbnitt3* 
fünfte bet beiben Steife C, C' gebt* 2B. J- b. ro. 

§ 397. Senn ein Sreiö jwei anbere berührt, fo lie* 
gen bie SQerübtungöf unfte mit einem ber 2lef>nlicJ}feit8* 
mittelfunfte ber Untern in geraber £ inie, unb bie Jan* 
genten in biefen fünften, fefneiben fief auf ber SRabifalare 
biefer beiben Greife. — 

2)et erfte Jbeil biefe« Sa^eö folgt auö §. 393, weil ber SBe* 
rüf)rungäfunft jweiet tfreife einer ihrer Slcbnlidjfeitemittelfunfte ifi 
(|. 344), unb ber jweite Jbeil fvlflt rtUÖ §• 394, weil bie gemein* 
fdjaftlicbe Jangente zweier ffreife ihre 9fabifalare ift. — 

§. 398. Senn jwei ifreife 0,0' gegeben finb, unb man 
bef djreib t $Wei anbere C,C welche jene reff, in M, w»i 
unb JV T , rii beruhten, fo bah bie ©eraben Mm u jVn, burch 
benfelben Slebnlicbfeitömittelfunft S ber beiben Steife 
0,0' geben; fo geft 1) bie Stabifalaxe ber beiben Greife 
C,C butcb biefen fßunftS, unb 2) liegt ein Sieb nlicbfeitö* 
funft von C,C‘ auf ber füabifalare von 0,0' im 2)urch* 
niittelfcbnittöf unfte bet beiben Sehnen JfiV,»!,«!. 
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1) Denn nach §. 356 fiat man: 

SM.Sm, = SN.Sn t ; 

folglich liegt bet 5J3unft *S auf ber fRabifafare ber beiben Greife 
C,C (§. 348). 2) Die beiben ©eraben M N, mj n, fd}neiben ftd) auf bet 
fRabifafare bet beiben ffreife 0,0' (§. 355), unb jebe berfefben gebt 
burd} einen bet 2Iebnlid}feitömitte(punfte ber beiben ffreife C, C 
(§. 397), fo bajj nur jit bewerfen tfi : baf eö betfefbe Slebnlicf)* 
feitdmittelpunft ift. — 5ßir wollen annebmen, bajj S ein birefter 
21ebnlid)feitömittelpunft fei, fo jtnb bie beiben fünfte M, m, notb* 
wenbig jwei gleichnamige (birefte, ober inoerfe) 2lebn(ichfeit8* 
mittelpunfte beö ffreifeö C mit jebcm ber ffreife 0,0' (§. 393), 
unb ebenfo bie beiben fünfte N, n t . 3ebe ber beiben ©eraben 
MN, m, nj »erbinbet a!fo jwei Slebnfichfeitömittelpunfte »on folget 
8efd}affenbeit: bafj, Wenn bie beiben erfien g I e i cfj s ober »erfchfe* 
bennainig jtnb, bieä auch mit ben beiben anbern ber ift. 3n 
beiben fallen geben alfo bie beiben©eraben burd) benfelbenSlebn* 
lid)feit$mittelpunft ber beiben ffreife C,C (§• 393). Der 58ewei$ 
ift berfelbe, wenn S ein inoerfet $lebnIid)feit8mittelpunTt ift. — 
Der fßol ber JRabifalare ber beiben ffreife C, C in Sejug auf 
ben ff reiö 0 Hegt auf ber ©eraben MN. Denn biefe Sire gebt 
nach §. 397 burd) ben Durchfcbnittöpunft ber beiben Sangenten in 
M, N, Weldfeö ber fßol tftefer ©eraben ift. Jgjierauö folgt umgefebrt: 
ba£ bie (Sehne MN bureb ben 5$of ber fRabifafare ber beiben 
ffreife C, C' in Sejug auf ben ffreiö Ö gebt, ober mit anbern 2Bor* 
ten: bajj ber fßol biefer Sire auf ber ©eraben MN liegt (§. 313). 

§. 399. (Sine burd) ben 2lebnlid)feit8mittelpunft 
jweier ffreife 0,0' gejogene ©erabe L ifi bie fRabifafare 
unenblid) »ieler fßaare »on ffreifen C,C, welche bie bei* 
ben ffreife 0,0' betübten. — 

Denn um ein 'foldjeö ffreiöpaat C, C ju befiimmen, braucht 
man nur burd} ben 5$ol ber ©eraben L in SBejug auf ben ffreiö 0 
eine ©erabe ju gieren , welche biefen ffreiö in jWei fünften M,N 
fdjneibet; fo haben bie ffreife C, C, tefp. Welche burch M, N geben unb 
bie ffreife 0,0' berühren, bie ©erabe L jurfRabifalare (§.398).— 

§. 400. Der Slebnlicbfeitömittelpunft ber beiben ffreife C,C 
liegt auf ber fRabifalare ber beiben ffreife 0, 0‘ in ihrem Durch* 
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fcljnittapunfte mit bcr Sehne MN (§. 398). 35iefer fßunft fann 
alfo beliebig angenommen werben, b. £).: 

SBenn burdj ben Slepnlichfeitömittelpunft jweier 
ffteife O, 0‘ eine ©erabc L gejogen unb auf ber 9Jabi* 
falare ein fßunft angenommen wirb, fo fann man jwei 
Greife C, C‘ be ft im men, welche b ie ffteife 0, 0' berühr «V 
bie ©erabe L jur Diabifalare unb ben fßunft jum 2lef)n* 
lidjf eitömittelpunfte haben.— 

3)enn man braucht burch biefen ißunft nur eine ©erabe ju jie* 
Ijcn, welche burch beit 5))ol bet ©eraben L in ©ejug auf einen ber 
ff reife 0, O' gebt; fo beftimmt biefeibe auf biefem ffreife bie beiben 
SBerührungöpuitfte bcr ffreife, welche ben beiben ©ebingungen ge* 
nügen. — 

§. 401. Aufgabe. ©inen ffteiö ju bcfchreiben, welcher 
brei gegebene ffteife berührt. — 

Slufl. ©ö feien O, 0', 0" bie brei gegebenen ffreife unb 
i S, S'jtS' ifjre bireften Slehnlichfeitömittelpunfte, fo fann man 
gn>ei ffreife bcfchreiben, welche einen ber brei gegebenen ffteife 
0, 0', O“ berühren, bie ©erabe SS'S" jur fRabifalare unb ben 
Eurchfchnittöpunft ber brei Slabifalaren Pon 0, 0‘, 0" jum 2leljn* 
lichfeilömittelpunfte hoben, unb nach bem porhergehenben Sehtfa^e 
berühren tiefe beiben ffreife auch jeben ber beiben anbetn ber brei 
gegebenen ffreife. — 

Um biefe beiben ffreife ju befiimmen-, fuefjt man tie f$ole ber 
©eraben S S'S" in 33ejug auf bie ffreife 0, 0' , 0" unb jieljt 
burch biefe fßunfte unb bem 2>urchfchniftSpunft ber JRabifalaren pon 
0, 0', O" brei ©erabe; fo fdjneibcn biefelben bie brei ffreife in ben 
gefuchten ©erührungdpunften ber. beiben ffreife, welche ber Aufgabe 
genügen. — 

'gür jebc ber brei anbern ©eraben, auf welcher je brei ber 
fedjö Slehnlichfeitömittelpuufte ber brei gegebenen ffreife liegen, 
erhält man jWei anbere foldjcr ©erührungöfreife, fo bafi ed im 
Sillgemeinen acht ffreife gibt, Welche bie brei gegebenen ffreife be* 
rühren. — 

3)iefe oon ©er gönne h e «ührenbe Sluflöfung einer ju allen 
3eiten unb auf fehr Piele perfchiebene Slrten gelöpten Aufgabe ifi 
bie einfach fie, unb umfaßt alle befonbern gälle, welche man et* 


I 
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hält, wenn bie gegebenen Greife in fßunfte, ober getabe Sinien 
übergebenen. — 

SBenn pd) ein ffreiö ouf einen fßunft rebudrt, fo ip et felbp 
fein Slebniichfeilömittelpunft mit einem anbern Greife, unb bic 5Ra« 
bifatare ip »on biefem fünfte unb feiner polare in Sejug auf ben 
ffrciö gleichweit entfernt (§. 368). — 

2Benn ein ifreiö in eine gerabe Sinie übergebt, weil fein 
£albmeffet unenblid) grop geworben ip; fo iP biefe ©erabe feint 
füabifofare mit einem anbern Greife. 2)ie fßunfte, Weiche alö bie 
Slebniicbfeitömittelpunfte biefer ©eraben unb eineö ifreifeG betrachtet 
werben, finb bie Snbpunfte be? auf biefer ©eraben fenfrecbten 
©urchmefferö/ 2)enn biefe fßunfte bebalten bie charafteripifche @i* 
genfcbaft ber Slebnlid^feitömittelpunfte, nämlich: bafj baö fßrobuft 
ober füecbtetf ber Slbftänbe eineg 2Iebniichfeitgmittelbunfteg »on jwei 
bomologifcben, ober antibomoiogifchen fünften conPant iP (§.356 
unb §. 357). 3n ber $bot bot nian (§. 309): 

SM.Srrii = const. 

hiernach wirb man bie allgemeine Sluflofung leicht auf 
bie foigenben 5 Slufgaben anwenben: 

1) 2>urcb einen gegebenen fßunft einen Äreiö ju be* 
fcbreiben, weichet jwei gegebene ßreife berührt. — 

2) ie Slufgabe gefiattet »ier Slupöfungen, Weil eö jwei ©erabe 
gibt, wooon febe aiö brei 2tebnlicbfeitßmittelj>unfte entbaltenb be* 
trachtet werben fann. 

2) ©inen tfreiö ju befebreiben, weichet jwei gegebene 

ibreife unb eine gegebene ©erabe berührt- — • 

fOian b«t acht Siupöfungen, weil man fechö SlebnlUhfeitgmittel* 
punfte bat, weiche ju je brei auf »ier ©eraben liegen, Wooon jebe 
jwei 2iuPöfungen gibt. 

3) 2)utcb jwei gegebene fünfte einenffreiö ju fegen, 
ber einen gegebenen tfreiö berührt. — 

3)?an b«t nur jwei Sluflöiungen, weil man nur eine ©erabe 
bat, Welche al$ brei SlcbnlichfeiWmittelbunfte entbaitenb betrachtet 
werben fann, nämlich bie ©erabe, welche bie beiben gegebenen 
fßunfte »erbinbet. — 


Digitized by Google 


Qlnnsenbung ber borberge^enben Sfleotlen. 349 

4) ©inen Ärriö ju bef Treiben, welker einen gege* 
benen ffreiS unb gtt? ei gegebene ©erttbe berührt — 

«OJan &at ad)t Sluflöfungen, bie paarfteife bcn »iet ©eraben 
entfaredjen , ttuicfje bie 2le^nlirf)feit6mitteipunfte in ®eaug auf ben 
ffreiö unb eine ber gegebenen ©eraben mit ben Wel|nlid)fcit0mittel< 
fünften in Sejug auf bie anbere ©erabe »erbinben. — 

5) $ur$ einen gegebenen ^unft einen Äreiö ju be, 
fc^reiben, melier einen gegebenen Ärei$ unb eine gege* 
bene ©erabe berührt. 

©0 gibt »ier Siuflcfungen, bie paarweife bcn beiben ©eraben 
entfpre^en, welche bon bau gegebenen fünfte nadj ben beiben 
9 te&nli<f)feit 0 mittc!punften in Sejug auf ben ffreiö unb bie ©erabe 
geäugen ftnb. — 


fDtucffeljler. 


• ©eite 1 Belle 9 toon oben Ue« mehrere flatt mehrerer. — 

8 3 . 6 bon unten 1! 99üfdjel g. ®ufdjel3. — 13 3- 13 b. 0 . 

_ „ - _ , ma ea‘ ma ca' 

l. refp. mit p. tefp. - ©• 32 3- 1 »• 0 . I. — f -— fi. ,^T. “ 


- <S. 33 3. 7 0 . u. I. .2L f|. Jjl - 39 3. 17 b. u. I. 2Mux 

g. 2Ma — 45 3. 7 b. 0 . I . ef g. cf. — 53. 3 . 16 b. u. I. po* 

mologen ft. ponologen — 74 3- 6 . b. u. t. r — r" fl. r — r' 

— ©. 82 3. 5 b. u. I. (.) ft. (:)— ©• 84 3 . 4 b. u. I. — aJ .am' 

g. — am' — @. 90. 3. 17 0 . u. I. 2aO p. 2 aJ — @. 101 3 . 8 
b. u. I. ab g. aa' — 105 3 . 8 b. u. I. geigt p. jnigt — ©. 

106 3 . 13 b. u. I. fflunft e g. fünfte — ©. 107 3.3 b.u. I. ab' 

g. 6 6 ' U. 3- 10 &• u. I. e a' . eb' g. ea' . ea‘ — ©. 1 13 3- 10 p. u, 

I. eb' g. cb' — @. 139 3 . 19 b. 0 . I. gejogenen p. gezogen — 
©. 143 3. 11 0. 0. I. cc P. C c — 148 3 . 1 b. u. I. Qc.Qc' 

g. Qc.Oc' — @. 150 3. 1 b. U. I. e'a.ca, P. c a . c a t - ©. , 
151 3- 3 b. 0 . I. c 6 p. c 6 — @. 171 3 . 15 b. o- l. einer p. einen. 
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3n bet SetlagSfianblung bfefeö ffietf« (mb au$ folgrnbc mat$emat(f<$e 
löerft erf$ienen$ 


Pic Cljforic nnb ^tiflofmtg 

bet f)öf)ctn Qlgcbraifdjcn unb bet tranöfenbenteu ©leidjutigcit, 

tBeorett)d) unb practifcp bearbeitet »on 

Dr. 6. 4p. Srfniufc. 

1850. 8. 30 Sogen. brort;. 2 2&lr. 24 @gr. 



mtnMVljren bet QöOcrtt 


(ri 


3um ökbrnueb für nngtbrnbe ffltaibnnnlifcr unb Jcdmifcr, fo tvic als Sei (fabelt bei 
öffentlichen ©ertragen an biibem Scljranjtalten, einfatb unb lei^tfafflicfi tntunefelt 

»on Dr. «T. ij. Bdjnufe. 

Srfter XMI: ©if f e t en j i a l r e cfn« ntt g. 

3Äü in ben Jett gebrueften #oijfefintifen. 

1849. gr. 8. IO'/? ‘-Bogen, Seiinpapier. brodj. 1*4 Sljlr. 

£>er jtoeite Jft'ii biefe« Sffierf« : „Tic 3 n t c gral r e ci n u ng" bepnbet [ich unter 
btt 9>reffe unb »itb im Saufe btO Sommer« 1856 erf^einen. 


Hebet baö ffierljältnij} 

bet 


Strit^mctiF jur ©eometrie, 

inObefonbere 

über bte geomctrtfcije SBcbeutung 

ber 


imaginären 3^len 

von 

4i?. Schefflet. 

SKit 80 in ben Jett gebrueften {>o(}fchnitten. 
gr. 8. Selinpapier. 27 */ a Sogen. tfireiä 2V S (Später. 


gltc mcd)nnifd)cu Priitcipirit 

ber 3tt0emeurkun(l unb Architektur. 

»oit §etnci^ SDtofelep, 

3>rofrffor brr ^bpfif unb iljhonemir an ber Uniutrfität ju Bonbon. 

9?aeb bem ffingliföcn bearbeitet unb mit (htäulerungen unb 3ufa?en »etfeben »on 

4p. Sefjefflcr. 

OTit 500 in ben Xert gebrüteten £>t>ljfd)tiltlcn. 

3wei Jljetle. 9 r - s - Sogen. Selinpapirr. broep. 4Vj Jljfr. 

®te ‘^rtnjtptcn 

ber flj)brojtatit unb £>i)braulit 

■ 93 on Ij. Scbtffl er, 


®?it über 200 in ben Jett gebrueften $o[jf(§niiten. 

2 Sbe. 1848. gr. 8. 50 Sogen. Seitnpapier. broep. 4 Jbfr. 
IMefe« fflerf f^Htft fiep bem »orbergebenbtn fotoobl in btt ciufem 8orm t»ie bem 
3nb«lte nach genau an unb beibc erganjtn einanbet. 
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£>ie ©runbletyren 

ber 

^al)rfd)finüct)kdtörf^itun0 

»00 

21. 2t. ©urnot, 

3) e u t f dj berauSgegebcn 
»on Dr. ©, ©djnufc. 

5D?it in bcn Üejt gebrucften -£>oI|f($mtten 
16 Sogen. gr. 8. 1849. Selinfairier. 1% J^Ir. 

Spcljr, q>rof. ft. 95B. 
öolljiänbtgc Darftellung 
ber reinen Goinbinationöleljre, 
mit 2ln»enbung auf Slnatyftö unb ffiafjrfct>eintid)feitöreduiung. 
3»eite Sutfgnbe. 1840. 4. 1 Xldr. 

Biwaldi, P. 1*. A., 

petite traite d’arithmetique 

par demandes et reponses. 8. brock. */ 4 Thlr. 

<§rftcr aritt)mctifclKr (£urfu$ 

für untere ©ipmnaftalftaffen unb für anbere gelehrte ©cfyulen. 

Son 

Dr. 3 . 3- ®* >&artmann. 

1835. gr. 8. frei i V» Xtllr. 

gaffli^e ©arffellung ber £ef>ren bon ber SSncbifabenrecf)* 
nung, ber Sogarttjuncn, ^rogreffionett unb ber (ölricbungrn 
beO erften unb jtociten ©rabca • 

»Ott 

©. 2R otter. 

1828. (12 Sogen.) "/, X(ilr. 

(örunblcbrcii 

bet 

^ritljmettk unk ^Uoekra, 

für ben f)ö()eui ©djutunterridfit bearbeitet 
»on 

Sluguft Ufjbc. 

Dr. phiL, ^rofeffer ber SLR<itf>cmatif unb Slfhcnerme am £erjtigti<l)en Colkfio Carollno ju Söraunförocig 
unb S^orftrber ber tctbnifdjen ilbtbettung beffelben. 

2te un»er«nberte Sluegabe. 1850. (28 Sogen.) br. 1 */a £(>lt- 
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3m Serlage ber ^ofbucfyfjanbfung »on Sbuatb ßeibtorf in 
58taunf<|tt>eig ifi erfdsienen unb in aßen 33udfi>mit>lungen ju tjaben: 

£ont. öabtngtun ^acaulaij'ö 

®cfdjid)te »on (Sitglnttb. 

Ueberfefct 

»on 

|fu tintig fiemdke. 

gr. 8. S3elinvapifr. 35rei 99äube ä 25 Sogen, br. SPrtiä ä 1 Zfyv. ' 

SWit btm yortrflit fcea Strfajfert in 6ta$t{H$. 

TOacauIap’« berühmte« 25?erf ifi — wie ein ffiriKfet in ber StugSburg. 
Sßgem. 3^ tun 8 f«fl* — ein 3u»el ber bifiorif($tn fifteratur aller 
3 e 1 1 e n unb Sollet. — Hefe Slujfaffung be« Staat«* unb Sölferleben«, »ie- 
bergegeben in fc^Iic^tefltr Oarflcüung«»eife, feUene ©eiebrfamfeit »erbunben mit bet 
(Erhabenheit übet fleinlicbe Otbail« unb bem fe^arfen Slitf füt ba« ®ro§e unb 
SBefentlicbe finb bie befonbem Sotjüge, welche e« bem gebilbeten fiefer je- 
ben ©tanbe« unb jebet Sefchäftigung empfehlen, C« einjubürgern in 
Oeutfchlanb in ben »eiteflen .Streifen, ifi bet 3»erf bfefet neuen Ueberfejjung, beten 
innere ©ebiegenhelt bei alten Sacp/eimern bie bereitwrüigjie Snerlennung gefunben 
hat. Sie fehmiegt ftrf) in firengfler Heue bem ®eijie unb SBortlciute be« Origi- 
nal« an, möglichfi alte Schönheiten beffelben bem beulten Cefet wiebergebenb, wäh- 
renb anbere fogenannte freie Searbeftunge« butth mißfürliche Serjhimmlungen, Sen- 
berungen unb 2lu«laffungen fich an bem claffifchen Sßerfe toahrhaft »erfiinbigt 
haben. Stuf er ben Stnmerlungen be« Original« liefert bie Ueberfe{sung auth siele 
bem beutfehen Cefer wißfommene Urflärnngen einjelner ©teßen, namentlieh folget, 
»eiche jtth auf bie Staat«- unb füechWgefcbiebte Cnglanb bejiehen. — Oie son bem 
Serfajfer Besprochene gortfeßung feine« Sffierf« fcirb in bet Semcfe’fehen Ueber- 
fejtung fa(i gleichseitig mit bem Originale erfeheinen. 3n ber äufjern (Eintljcilung 
ijt ebenfaß« bie (Einrichtung ber englifthen Driginal-Suägabe befolgt, fo bnjj jebcr 
Sanb bet englifehen 9lu«gabe — auch nur einen Sanb ber beutfehen bilbet, wo* 
burch bie vorliegende Ausgabe bei einfach eleganter 9lu«ftat!ung — jugleich bie b i l* 
Ugfte aßet erfchienenen ifi, inbem atrbete Ueberfehungen wißlüriich cur« brei San* 
ben be« Original« in bet Ueberfeßung siet gemacht h«ben. 


®tud tu »oftucbcruteei ton 4 iuarb fl tarnet in Sraunf^Dtie. 
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